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AVERTISSEMENT. 



La démonstration de la théorie dès parallèles, telle qn*elle avait 
été présentée dans la 3* édition de cet ouvrage et dans les éditions 
suivantes jusqu'à ïa 8» inclusivement , n'étant pas à l'abri de^ toute 
objection , on s'était déterminé dans la 0' édition à rétablir cette 
théorie à-peu-près sur la même base qu'Euclide. Dtes réflexions ul- 
térieures faites sur le même objet, dont on donnera le développe- 
ment dans la note II, ont fait découvrir deux nouvelles manières de 
démontrer le théorème sur les trois angles du triangle , sans le se- 
cours d'aucun postuîatum. On a en conséquence inséré une de ces 
démonstrations dans le texte de cette édition, en choisissant celle 
qui s'éloigne le moins des idées ordinaires , et qui d'ailleurs ne 
semble pas pllLsdifficileà comprendre que celle qui avait été donnée 
dans les éditions précédentes, depuis la â** jusqu'à la 8*. 

Un autre changement qui se fera remarquer dans cette édition , 
est relatif à la solidité- de la pyramide triangulaire. On a rétabli 
cette démonstration à-peu-près telle qu'elle avait été donnée dans 
la !'• édition de ces éléments,' mais en profitant d'une idée heu- 
reuse due à M. Querret , chef d'institution à Saint-Malo; elle con- 
siste à rendre égales les hauteurs des prismes excédent et déficient 
que l'on construit dans les deux pyramides comparées. Par ce 
moyen la démonstration de la solidité de la pyramide parait ré-, 
duite au dernier degré de simplicité dont elle est susceptible. 

Enfin , comme les tables trigonométriques construites suivant la 
division décimale du quadrant ne sont pas aussi généralement ré- 
pandues que celles qui se rapportent à l'ancienne division de la 
circonférence, on a cru qu'il ne serait pas inutile de joindre aux 
exemples de calcul donnés dans la trigonométrie , les résultats que 
fournirait Tusage des anciennes tables. 

Nous avons introduit dans cette édition plusieurs améliorations 
importantes. ^ 

1". Desfautes nombreuses et souvent graves s'étaient glissées et 
perpétuées dans les éditions précédentes , nous avons mis tout^e 
notre attention à les faire disparaître. 



2** Beaucoup de professeurs préférant pour la démonstration de 
la 19** proposition du 1" livre , le raisonnement fondé sur la théorie 
d^s parallèles, nous avons cru devoir le rapporter dans les notes. 

3" L'indication des figures et celle des renvois étaient rejetées 
en marge et les planches à la fin de l'ouvrage. Or on sait combien 
les mouvements que l'œil est obligé de faire pour se porter du texte 
sur les renvois, sur l'indication de la figure et sur la figure elle- 
même , qui d'ailleurs reste fort éloignée du texte dans toutes lès 
autres éditions, interrompent l'ordre des idées, fatiguent, et ap- 
portent d'entraves à l'étude de la géométrie, science qui exige sur- 
tout l'attention la plus soutenue ; nous avons remédié à ces incon- 
vénients , en insérant les renvois dans' le texte et en brochant les 
planches séparément, afin que l'élève puisse toujours placer 
chaque figure de la manière la plus commode. 

A^ Un autre avantage de cette édition, c'est d'offrir réunies , dans 
une table détaillée , les séries des propositions de la géométrie et 
de la trigonométrie. Ainsi l'élève aura encore , sous ce rapport , 
plus de facilité pour apprendre le texte des propositions et leur 
enchaînement , pour les comparer entre elles et en repasser les dé- 
monstrations de mémoire. 



- Le lecteur qui voudra se borner , au moins dans une première 
lecture, aux simples éléments , peut passer sans inconvénient les 
notes, appendices , et généralement tout ce qui eslt imprimé en 
caractère noii-interligné et en petit-texte, comme étant moins utile 
ou exigeant une étude plus approfondie. Il reviendra ensuite sur 
ces objets , s'il le juge à propos , en choisissant ceux qui lui con- 
viendront le mieux , d'après l'avis d'un professeur éclairé. 
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LES PRmCIPES. 

DÉFIKITlOirS. 

I. La Géométrie est une science qui a pour objet la mesure de 
^'étendue. 

L'étendue a trois dimensions , longueur , largeur et hauteur, 

II. La ligne est une longueur sans largeur. 

Les extrémités d'une ligne s'appellent points: le point n'a donc 
pas d'étendue. 

III. La ligne droite est le plus court chemin d'un point à un autre. 

IV. Toute ligne qui n'est ni droite ni composée de lignes droites 
est une ligne amrbe. 

Ainsi , AB est une ligne droite , ACDB une ligne brisée ou compo- 
sée de lignes droites , et AEB est une ligne courbe, f. 1 . 

V. Surface est ce qui a longueur et largeur, sans hauteur ou épais- 
seur. 

YI. Le plan est une surface dans laquelle prenant deux points à 
volonté , et joignant ces deux points par une ligne droite , cette li- 
gne est toute entière dans la surface. 

VU. Toute surface qui n'est ni plane ni composée de surfaces 
planes est une surface courbe. 

VIII. Solide ou corps est ce qui réunit les trois dimensions de 
l'étendue. 

IX. Lorsque deux lignes droites AB, AC , se rencontrent, la quan- 
tité plus ou moins grande dont elles sont écartées l'une de l'autre , 
quant à leur position , s'appelle angle ; le point de rencontre ou 
à^ intersection A est le sommet de l'angle ; les lignes AB , AC , en sont 
le«* côtés , /*. 2. 
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L'angle se désigne quelquefois par la lettre du Commet A seule- 
ment , d'autres fois par trois lettres BAC ou CAB , ayant soin de met- 
tre la lettre du sommet au milieu. 

Les angles sont, comme toutes les quantités , susceptibles d'addi- 
tion, de soustraction, de multiplication et de division : ainsi l'an- 
gle DC£ est la somme des deux angles DCB , BG£ , et l'angle DCB 
est la différence des deux angles DCE , BCE , f, 20. 

X. Lorsque la ligne droite AB rencontre une autre droite CD, de 
telle sorte que les angles adjacents BAC , BAD soient égaux entre 
eux , chacun de ces angles s'appelle un angle droit, et la ligne AB est 
dite perpendiculaire sur CD , /*. 3. 

XL Tout angle BAC plus petit qu'un angle droit est un angle 
aigu; tout angle plus grand DEF est un angle obtus , f. 4. 

XIL Deux lignes sont dites parallèles, lorsque, étant situées dans le 
même plan, elles ne peuvent se rencontrer à quelque distance qu'on 
les prolonge l'une et l'autre : telles sont les lignes AB, CD , /". 5. 

XIIL Figure plane est un plan terminé de toutes parts par des 
lignes. 

Si les lignes sont droUes, Tespace qu'elles renferment s'appelle 
figure rectiligne ou polygone^ et les ligues elles-mêmes prises en- 
semble forment le contour ou périmètre du polygone , /". 6. 

XIV. Le polygone dé trois côtés est le plus simple de tous , il s'ap- 
pelle triangle; celui de quatre côtés s'appelle quadrilataire ; céini 
de cinq^ pentagone ; celui de six , hexagone , etc. 

XV. On appelle triangle équilatéral celui qui a ses trois côtés 
égaux, f. 7 j triangle isos ce le, celui doot deux côtés seulemen t sont 
égaux , /. 8 ; triangle scUlène , celui qui a ses trois côtés inégaux,/*. 9. 

XVL Le triangle rectangle est celui qui a un angle droit. Le côté 
opposé àl'angle droit s'appelle hypotétiuse : sànsi ABC est un triangle 
rectangle en A , le côté BC est son hypoténuse, f, 10. 

XVIL Parmi les quadrilatères on distingue : 

Le quarré, qui a ses côtés égaux et ses angles droits, f.ll (Voyez 
laprop. XX, liv. 1.) 

Le rectangle, qui a les angles droits sans avoir les côtés égaux , 
/*. 12 (Voyez la même prop. ) 

Le parallélogramme ou rhombe, qui a les côtés opposés parallè- 
les,/*. IB. 

Le losange, dont les côtés sont égaux sans que les aûgles soient 
droits, /*. 14. 

Enfin le trapèze, dont deux côtés seulement sont parallèles, /*. 15. 

XVIIL On appelle diagonalela ligne qui joint les sommets de deux 
angles non adjacents : telle est AC, f, 42. 
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DCE, sera égale à deux droits (pr. 2.) Mais, par hypothèse, la 
somme des angles ACD, DCB, est aussi égale à deux droits; donc 
ACD + DCB serait égale à ACD -|- DCE; retranchant de part et d'au- 
tre l'angle ACD , il resterait la partie DCB égale au tout DCE, ce qui 
est impossible ; donc CB est le prolongement de AC. 

PROPOSITION V. 

Toutes les fois que deux lignes droites AB, DE, se coupent, les 
angles opposés au sommet sont égaux, f. 21. 

Car puisque la ligne DE est droite, la somme des angles ACD. 
ACE, est égale à deux droits ; et puisque la ligne AB est droite , 
la somme des angles ACE BCE , est égale aussi à deux droits ; 
donc la' somme ACD-}- ACE, est égale à la somme ACE-}- BCE. 
Retranchant de part et d'autre le même angle ACE , il restera l'an- 
gle ACD égal à son opposé BCE. 

On démontrerait de même que l'angle ACE est égal à son op- 
posé BCD. 

Scholie.Les quatre angles formés autour d'un point par deux 
droites qui se coupent valent ensemble quatre angles droits; car 
les angles ACE , BCE pris ensemble , valent deux angles droits , 
et les deux 'autres ACD , BCD , ont la même valeur. 

En général , si tant de droites qu'on voudra CA , CB , etc. , se 
rencontrent en un point C , la somme de tous les angles consé- 
cutifs ACB , BCD , DCE , ECF , FCA , sera égale à quatre angles droits : 
car si on formait au point C quatre angles droits au moyen de 
deux lignes perpendiculaires entre elles, le même espace serait 
rempli, soit par les quatre angles droits, soit par les angles suc- 
cessifs ACB, BCD, etc,y 22. 

PROPOSITION VI. 

THÉORÊHE. 

Deux triangles sont égaux , lorsqu'ils ont un angle égal compris 
entre deux côtes égaux chacun à chacun. 

Soit l'angle A égal à l'angle D, le côté AB égal à DE, le côté AC 

égal à DF; je dis que les triangles ABC , DEF, seront égaux, f. 2S* 

En effet, ces triangles peuvent être posés l'un sur l'autre de 
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manière qu'ils coïncident parfaitement. Et d'abord, si on place le 
côté D£ sur son égal AB , le point D tombera en A et le point £ en 
B : mais puisque l'angle D est égal à Tangle A^ dès que le côté DE 
sera placé sur AB , le côté DF prendra la direction AC. De plus DF , 
est égal à AC ; donc le point F tombera en C , et le troisième côté EF 
couvrira exactement le troisième côtéBC; donc le triangle DEF 
est égal au triangle ABC (ax. 5). 

Corollaire. De ce que trois choses sont égales dans deux triangles , 
savoir : l'angle A = D, le côté AB=DE , et le côté AC = DF, on 
peut conclure que les trois autres le sont, savoir: l'angle B=:E, 
l'angle C =: F , et le côté BC = EF. 

PROPOSITION VIL 

THfiORtHE. 

Deux triangles sont ^gaux , lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à 
deux angles égaux chacun à chacun. 

Soit le côté BC égal au côté EF , Tangle B égal à l'angle E , et l'an- 
gle C égal à l'angle F ; je dis que le triangle DEF sera égal au trian-* 
gle ABC, f. n. 

Car , pour opérer la superposition , soit placé EF sur son égal BC-, 
le point E tombera en B, et le point F en C. Puisque l'angle E est 
égal à l'angle B, le côté ED prendra la direction BA; ainsi le point 
D se trouvera sur quelque point de la ligne BA. De même , puisque 
l'angle ¥esi égal à l'angle C , la ligne FD prendra la direction CA, et 
le point D se trouvera sur quelque point du côté CA ; donc le point 
D qui doit se trouver à la fois sur les deux lignes BA , CA , tombera 
sur leur intersection A; donc les deux triangles ABC, DEF, coïnci- 
dent l'un avec l'autre , et sont parfaitement égaux. 

Corollaire. De ce que trois choses sont égales dans deux triangles, 
savoir : BC = EF , B = E, C = F , on peut conclure que les trois au- 
tres le sont, savoir: AB = DE, AC = DF, A = D. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

Dans tout triangle un céte^^quelconque est plus petit que la somme 
des deux autres, f. 23. 

Car la ligne droite BC^ par exemple, est le plus court chemin de 
B en C (déf. 3. ) , donc BC est plus petit queBA + AC. 
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PROPOSITION IX. 

TBÉORÊMS. 

Si d'un painlO pris au-dedans du triangle ABC ^ an meneaux ex- 
4rémité8 d'un côté BC les droites OB , OC , la somme de ces droites sera 
jmoindre que celle des deux autres ^ôtés AB , AC^ /l 24. 

Soit prolongé BO jusqu'à la rencontre du côté AÇ en D ; la ligne 
droite OC est plus courte que OD -|- DC ( pr. 8 ) : ajoutant de part et 
d'autre BO , on aura BO + OC < BO -fOD -f DC , ou B0+ OC < 
BD + DC. 

On a pareillement BD<^BA -|-AD; ajoutant de part et d'autre 
DC , ou aura BD -}- DC <] BA -|- AC Mais on vient de trouver BO -|- 
■OC < BD + DC ; donc à plus forte raison , BO + OC < BA + AC. 

IBOPOSITION X. 

THÉ0RÊ3IE. 

Si les deux côtés AB, AC du triangle ABC sont égaux aux deux 
^ôtés D£, DF, du triangle jyEF, chacun à chacun ; si en même temps 
d'angle BAC, compris par les premiers, est plus grand que l'angle EDF , 
compris par les seconds ; je dis que le troisième côté-BC du premier 
triangle sera plus grand que le troisième EF du second , f. 25. 

Faites Fangle CAG = D, prenez AG = DE , et joignez CG, le trian- 
gle GAC sera égal au triangle DEF, puisqu'ils ont par construction 
nin angle égal compris entre côtés égaux (pr. 6 ); on aura donc CG 
:=: EF. Maintenant il peut y avoir trois cas , selon que le point G 
lombe hors du triangle ABC, ousuVle côté BC j ou au-dedans du 
jnême triangle. 

Premier cas, La ligne droite GC est plus courte que GI -}- IC^ la li- 
gne droite AB est plus courte que AI-|-IB ; donc GC-^ABest plus 
ipetit que GI -f- AI -}- IC -|- ^D , ou , ce qui est la même chose , GC -|- 
AB < AG -}- BC. Retranchant d'un côté AB et de l'autre son égale AG, 
il restera GC < BC ; or GC=: EF ; donc on aura EF <BC , f, 25. • 

Second cas. Si le point G. tombe sur le côté BC , il est .évident que 
GC ou son égale EF sera plus petit que BC , f, 26.. 

Troisième cas. Enfin si le point G tombip au-dedans du triangle 
ABC, on aura, suivant le théorème précédent, AG-j-GC <[ AB-j- 
BC. Retranchant d'une part AG , et de Tautre son égale AB, il res- 
tera GC < BC, ouEF < BC, /*. 27. 

Scholie, Réciproquement, si les d-eus côtés AB, AC^ du triangle 
ABC sont égaux aux deux côtés DE, DF , du triangle DEF j si , de plus, 
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le troisième côté CB du premier triangle est plus grand que le troi- 
sième EF du second , je dis que Tangle BAC du premier triangle sera 
plus grand que Tangle EDF du second. 

Car si on nie cette proposition, il faudra que Tangle BAC soit égal 
à EDF , ou qu'il soit plus petit que EDF : dans le premier cas , le côté 
CB serait égal à EF <pr. 6) ; dans le second, CB serait plus petit que 
EF ; or Tun et Fautre sont contraires à la supposition ; donc l'angle 
BAC est plus grand que EDF. 

PROPOSITION XL 

THÊORÊHE. 

Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont les trois côtés égaux cha- 
cun à chacun. 

Soit le côté AB = DE , AC = DF , BC = EF , je dis qu'on aura l'an- 
gle A =D,B=E, C= F, ^ 2S. 

Car si Fangle A était plus grand que l'angle D, comme les côtés AB, 
AC, sont égaux aux côtés DE , DF , chacuti à chacun , il s'ensuiyrait 
par le théorème précédent , que le côté BC est plus grand que EF • et 
si l'angle A était plus petit que l'angle D , il s'ensuivrait que le côté 
BC est plus petit que EF; or, BC est égal à EF ; donc l'angle A ne peut 
être ni plus grand ni plus petit que l'angle D; donc il lui est égal. 
On prouvera de même que l'angle B = E , et que l'angle C= F. 

Scholie. On peut remarquer que les angles égaux sont opposés à 
des côtés égaux : ainsi les angles égaux A et D sont opposés aux côtés 
égaux BC,EF. 

PROPOSITION XII. 

THÉORÈME. 

Dans un triangle isoscèle, les angles opposés aux côtés égaux sont 
égaux» 

Soit le côté AB =: AC, je dis qu*on aura l'angle C = B , f. 28. 

Tirez la ligne AD du sommet A au point D , milieu.de la base BC , 
les deux triangles ABD, ADC, auront les trois côtés égaux chacun à 
chacun ; savoir AD commun, AB = AC, par hypothèse, et BD = DC 
par construction; donc, en vertu du théorème précédent , l'angle 
B est égal à l'angle C. 

Corollaire. Un triangle équilatéral est en même temps équiangle, 
c'est-à-dire qu'il a ses angles. égaux. 
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Scholie. L'égalité des triangles ABD, ACD, prouve en même temps 
querangleBAD=DAC, et que l'angle BDA=ABG; donc ces deux 
derniers sont droits ; donc la ligne menée du sommei d'un triangle 
isoscèle au milieu de sa base, est perpendiculaire à cette hase, et di- 
vise V angle du sommet en deux parties égales. 

Dans un triangle non isoscèle on prend indifféremment pour 
hase un côté quelconque , et alors son sommet est celui de Tangle 
opposé. Dans le triangle isoscèle on prend particulièrement pour 
base le côté qui n'est point égal à l'un des deux autres. 

PROPOSITION XIIL 

TUtORtXB. 

Réciproquement, si deux angles sont égaux dans un triangle, les 
côtés opposés seront égaux, et le triangle sera isoscèle. 

Soit l'angle ABC = ACB , je dis que le côté AC sera égal au côté 
AB,/*-29. 

Car si ces côtés ne sont pas égaux , soit AB le plus grand des 
deux. Prenez BD = AC, et joignez DC. L'angle DBC est, par hy- 
pothèse, égal à ACB; les deux côtés DB, BC sont égaux aux deux 
AC, CB ; donc le triangle DBC (pr. 6) serait égal au triangle 
ACB. Mais la partie ne peut pas être égale au tont;<donc il n'y a 
point d'inégalité entre les côtés ^AB, AC ; donc le triangle ABC 
est isoscèle. 

PROPOSITIŒf XIV. 

THftoafcn. 

De deux côtés d'un triangle, celui-là est le plus grand gui est 
opposé à un plus grand angle, et réciproquement, de deux angles 
d'un triangle , celui-là est le plus grand qui esi opposé à un plus 
grand côté. 

1" Soit l'angle C> B, jedis que le côté AB opposé à l'angle 
G est plus grand que le côté AC opposé à l'angle B, /*. 80. 

Soit fait l'angle BCD= B ; dans le triangle BJKH on aura (pr. IS) 
BD = DC. Mais la ligne droite AC est plus courte que AD-|-DC, 
et AD4-DC = AD-f^DB = AB; donc AB est plus grand que AC. 

2* Soit le côté AB > AC , je dis que l'angle Ç opposé au côté 
AB sera plus grand que l'angle B opposé au côté AC. 

Car si on avait C<B, il s'ensuivrait, par ce qui vient d^êtrc 
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démontré, AB<^AC, ce qui est contre la sapposition. Si on avait 
C = B , il sVasuivrait (pr. 18) AB = AC, ce qui est encore contre 
la supposition; àone il faut que l'angle G soif pfus grand que B. 

PROPOSITION XV. 

THÉORÈME 

B'^un potni A donné hors d'une droite DE , on ne peut mener quune'^ 
seule perpendiculaire à cette droite, f. 81.. 

Car supposons qu'on puisse en mener deux AB et AC ; prolon- 
geons l'une d'elles AB d'une quantité BF = AB, et joignons FC. 

Le triangle CBF est égal au triangle ABC : car Tangle CBF est 
droit ainsi que CBA, le côté GB est commun, ef le côté BF:= AB ; 
donc ces triangles sont égaux (pr. 6), et il s'ensuit que l'angle 
BCF:^BCA. L'angle BCA est droit par hypothèse; donc l'angle 
BCF Test aussi. Mais si les angles adjacents BCA, BCF, valent ea- 
Fcmbledeux angles droits, il faut que la ligne ACF soit droite ( pr. 4) ; 
d'où il résulte qu'entre les deux mêmes points A et F, on pourrait 
mener deux lignes droites ABF , ACF, ce qui e»t impossible (ax. 4); 
donc ilest pareillement impossible que deux perpendiculaires soient 
menées d'un même point sur la même ligne droite. 

Scholie. Par un même. point C donné sur la ligne AB, il est égale- 
ment impossible de mener deux perpendiculaires à cette ligne : car 
si CD et CE étaient ces deux perpendiculaires, l'angle DCB serait 
droit ainsi que BCE , et la partie serait égale au tout yf.ll^ 

PROPOSITIOTC XYL 

THÉORÊSE. 

Si d'un poinfA. situé hors d'une droite DE on mène la perpendicu- 
laire AB sur cette droite, et différentes obliques AE, AC, AD, etc, ; à 
différents points de cette même droite , f. SI : 

1* La perpendiculaire AB sera plus courte que toute oblique, 

^' Les deus obliques AC, AE , menées de part et d'autre de laper- 
pendiculaire à des distances égales BC, BE, seront égaler* 

8* De deux, obliques AC et AD , ou AE et AD , menées comme an vou- 
dra , celle qui s* écarte le plus de la perpendiculaire sera la plus longue. 

Prolongez la perpendiculaire AB d'une quantité BF=:AB, et joi- 
gnez FC=FD. 



IIVRE PBEMIË». IS 

I*» Le triangle BCF est égal au triangle BCA , car Tangle droit CBF 
= CBA , le côté CB est commun , et le côté BF = BA ; donc (pr. 6 ) le 
troisième côté CF est égal au troisième AC. Or, ABF ligne droite est 
plus courte que ACF ligne brisée; donc AB moitié de ABF est plus 
courte que AC moitié de ACF ; donc lo , la perpendiculaire est plus 
courte que toute oblique. 

2* Si on suppose B£ = BC, comme on a en outre AB commun et 
Fangle ABE =rABC , il s'ensuit que le triangle ABE est égal au trian- 
gle ABC ( pr. 6) ; donc les côtés AE , AC sont égaui ; donc 2* , deux 
obliques qui s'écartent également de la perpendiculaire sont égales. 

8' Dans le triangle DFAla somme des lignes AC, CF^ est plus petite 
( pr. 9) que la somme des côtés AD , DF ; donc AC , moitié de la ligne 
ACF , est plus courte que AD moitié de ADF; donc â* , les obliques 
qui s'écartent le plus delà perpendiculaire sont les plus longues. 

Corollaire I. La perpendiculaire mesure la vraie distance d'un 
point à une ligne , puisqu'elle est plus courte que toute oblique. 

II. D'un même point on ne peut mener à une même ligne trois 
droites égales : car si cela était , il y aurait d'un même côté de la per- 
pendiculaire deux obliques égales , cequlest impossible. 

PROPOSITION XVII. 

thAobAhe. 

Si par le point C, milieu de la droite AB, on élève la perpendiculaire 
i¥ sur cette droite; V chaque point de la perpendiculaire sera également 
distant des deux extrémités de la ligne AB; % tout point situé hors de 
la perpendiculaire sera inégalement distant des mêmes extrémités A ef B. 

Car, P puisqu'on suppose AC=i:CB, les deux obliques AD, DB, 
s'écartent également de la perpendiculaire ; donc elles sont égales. 
Il en est de même des deux obliques AE, £B , des deux AF, FB, etc. ; 
donc 1*^, tout point de la perpendiculaire est également distant des 
extrémités A et B. 

â*" Soit I un point hors de la pppendiculaire ; si on joint LA , IB, 
•l'une de ces ligues coupera la perpendiculaire en D, d'où tirant 
DB , on aura.DB == DA. Mais la ligne droite IBest plus petite que la 
ligne brisée ID + DB , et ID + DB = ID -f DA= lA ; donc IB < lA; 
donc 2» , tout point hors de la perpendiculaire est inégalement dis- 
tant des extrémités A et B. 
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PROPOSITION XVHL 

THÉORÈME. 

Deu3p Wiangles rectangles sant égaux lorsqu'ils ont l' hypoténuse égale 
et un côté égal. 

SoitrhypoténusQÂC=:I>F, et le côté AB=DE, je dis que le trian- 
gle rectang^le ABC sera égal au triangle rectangle DEF. 

L'égalité serait manifeste si le troisième côté BG était égal au 
troisième £F : supposons, s'il est possible, que ces côtés ne soient 
pas égaux , et que BG soit le plus grand. Prenez BG = EF , et joignez 
AG. Le triangle ABG est égal au triangle DEF ; car l'angle droit B est 
égal à l'angle droit E , le côté AB = DE , et le côté BG = EF , donc 
ces deux triangles sont égaux ( pr. 6 ) , et on a par conséquent AG 
=:DF ; mais , par hypothèse , DF= AC ; donc AG = AG. Mais Toblî- 
que AG ne peut être égale à AG (pr. 16 ) , puisqu'elle est plus éloi- 
gnée de la perpendiculaire AB; donc il est impossible que BG di£Père 
de EF ; donc le triangle ABC est égal au triangle DEF. 

PROPOSITION XIX. 

THtOBtHE. 

Dans tout triangle, la somme des trois angles est égale à deuxaugles 
droits. 

Soit ABC le triangle proposé dans lequel nous supposerons (1) que 
AB est le plus grand côté et BG le plus petit , et qu'ainsi AGB est le 
plus grand angle , et BAC le plus petit , /*. 85 (p. 1 4). 

Par le point A et par le point I milieu du côté opposé BG , menez la 
droite AI que vous prolongerez en G' jusqu'à ce que AG' = AB ; pro- 
longez de même AB en B' jusqu'à ce que AB' soit double de AI. 

Si on désigne par A , B , G , les trois angles du triangle ABG et sem- 
blablement par A' , B' , G' les trois angles du triangle AB' G' , je dis 
qu'on aura l'angle G' = B -|- G , et l'angle A = A' -^-B' , d'où résulte 
A-}-B-4-G=:A'-|-B' -|- G' , c'est-à-dire que la somme des trois angles 
est la même dans les deux triangles. 



( 1 ) Celte supposition n'exclut pas les cas où le côté moyen AG serait égal k 
ïun des extrêmes AB ou BC. 
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Pour le prouver, faites AK=AI et joignez G'K, tous nnrez le 
triangle €'AK égal au triangle BAL Car dans ces deux triangles , 
Tangle commun A est compris entre côtés égaux chacun à chacun , 
savoir : A€' = AB et AK= AI. Donc le troisième côté C'K est égal au 
troisième BI ; donc aussi Tangle AG'K= ABC , et Tangle AKC'=AIB. 

Je dis maintenant que le triangle B'C'K est égal au triangle AGI , 
car la somme des cieux angles adjacents AKC' -j-C'KB' est égal à 
deux angles droits (pr. â) ainsi que la somme des deux angles AIC 
-<|- AIB ; retranchant de part et d'autre les angles é^aux AKC, AIB , 
il restera Tangle C'KB' = AIC. C<es angles égaux dans les deux trian- 
gles sont compris entre cotés égaux chacun à chaôun , savoir C'Kzsz 
IB =CI, etKB'=AK=Àl, puisqu'on a supposé AB'zt: âAI=iAK. 
Donc les deux triangles B'C'K , ACI , sont égaux ( pr. 6) ; donc le côté 
C B'=AC, l'angle B'C'K = ACB , et l'angle KB'C'=CAI. 

Il suit délai* queTangle AC'B' désigné parC est composé de deux 
angles égaux aux angles B et C du triangle ABC , et qu'ainsi on a 
C = B -}-C ; 2» que l'angle A du triangle ABC est composé de l'angle 
A 'ou C'AB' qui appartient au triangle AB'C et de l'angle CAIégalà 
l'angle B' du même triangle , ce qui donne A =: A' -\- W ; donc A -j- B 
+C=i=A'-|-B'-|-Ç'. D'ailleurs puisqu'on a par hypothèse AC<[AB 
et par conséquent C'B' <[ AC , on voit que dans le triangle AC B' 
l'angle en A , désigné par A' , est moindre que B' , et comme la somme 
des deux est égale à l'angle A du triangle proposé, il s'en suit qu'on 
a l'angle A' <i A. 

Si ou applique la même construction au triangle AB'C , pour for- 
mer un troisième triangle AC" B" dont les angles seront désignés 
paFA", B",C",on aura semhlablement les deux égalités C"=C' 
+ B', A'=A"4-B", d'où résulte A' +B'+C=A"-}-B"-fC'. Ainsi 
la somme des trois angles est la même dans ces trois triangles : on 
aura en même tems l'angle A" <C^A' , et par conséquent A" <^A. 

Continuant indéfiniment la suite des triangles AC B' , AC'B", etc. 
on parviendra à un triangle abc dans lequel 1^ somme des trois an- 
gles sera toujours la même que dans le triangle proposé ABC et qui 
aura l'angle a plus petit que tel terme qu'on voudra de la progres- 
sion décroissante ^A , {A , |A , etc. 

On peut donc supposer cette suite de triangles prolongée jusqu'à 
ce que Tangle a soit moindre que tout angle donné. 

£t si au moyen du triangle abc on construit le triangle suivant 
a' b' c' , la somme des angles a' -\-b' de celui-ci sera égale «^ l'angle 
a , et sera par conséquent moindre que tout angle donné ; d'où Ton 
voit que la somme des trois angles du triangle a' fc' c' se réduit pres- 
que au seul angle c'. 
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Peur avoir la mesure précise de cette somme , prolongeons le côté 
o' c' vers d' , et appelons zf' l'angle extérieur V c' d' ; cet angle a?' , 
joint à Tangle c' du triangle a' V c' , fait une somme égale à deux an- 
gles droits (pr. 2) ; ainsi en désignant Tangle droit par D , on aura 
i;'r=:2D — a;'; donc la somme des angles du triaiigle a'c'b' sera 

âD-fa' + i&'—ar'. 

Mais on peut concevoir que le triangle a' c' V varie dans ses an- 
gles et ses ^côtés , de manière à représenter les triangles successifs 
qui naissent ultérieurement de la même construction et s'approchent 
de plus en plus delà limite où les angles a' et b' seraient nuls. Dans 
cette limite la droite a c' (/' se confondant avec al b' , les trois points 
o' , c' , b' , finissent par être exactement eu ligne droite ; alors les an- 
gles b' et a:' deviennent nuls en même tems que a' , et la quantité ^ D 
-\-a!'\'b' — a;' , qui mesure la somme des trois angles du triangle 
a'v' b', se réduit à 2D; donc dans tout triangle la somme des trois^ugles 
est égale à deux angles droits. 

Corollaire L Deux angles d'un triangle étant donnés , ou seule- 
mentleur somme, on connaîtra le troisième en retranchant la somme 
de ces angles de deux angles droits. 

IL Si deux angles d'un triangle sont égaux à deux angles d'un 
autre triangle , chacun à chacun, le troisième de l'un seYa égal au 
troisième de l'autre , «t les deux triangles seront équiangle s entre 
eux. 

III. Dans un triangle il ne peut y avoir qu'un seul angle droit; 
car s'il y en avait deux , le troisième devrait être nul ; à plus forte 
raison un triangle ne peut-il avoir qu'un seul angle obtus. 

IV. Dans un triangle rectangle la somme des deux angles aigus est 
égal à un angle droit. 

V. Dans un triangle équilatéral chaque angle est le tiers de deux 
angles droits ou les deux tiers d'un angle droit. Donc si l'angle droit 
est exprimé par 1 , l'angle du triangle équilatéral le sera par ~. 

VL Dans tout triangle ABC si on prolonge le côté AB vers D , l'an- 
gle extérieur GBDsera égala la somme des deux intérieurs opposés 
A et C ; car en ajoutant de part et d'autre ABC , les deux sommes sont 
«gales à deux angles droits. 



PROPOsmopr xx. 

TB«Ollfe»E-. 

La somme de tous les angles intérieurs ctun pùïygoiie est égêiïe àiÊU- 
tant de fois deuw angles droits quil y a d'wiités dans le nombre des c6^ 
tés moins deuœ. 

Soit ABCB etc. le polygone pf oposé/'.4â; si du sommet d'un même 
angle A ^ on mène à tous les sommets des angles opposés , les diago- 
nales AC , AD , AE , etc. , il est aisé de roir que le polygone sera par- 
tagé en cinq triangles , s'il a sept côtés ; en six triangles , s'il avait 
huit côtés ; et en général, ea autant de triangles que le polygone a 
de côtés moins deux; car ces triangles peuvent être considérés 
comme ayantpour sommet communie point A, et pour base les dif- 
férents côtés des polygones , excepté les deux qui forment l'angle A. 
On voit en même temps que la somme des angles de tous ces trianjg^les 
ne diffère pqint de la somme des angles du polygone; donc cette der- 
nière somme est égale à autant de fois deux angles droits qu'il y a 
de triangles , c'est-à-dire qu'il y a d'unités dans le nombre des cô- 
tés du polygone moins deux. 

Corollaire I. La somme des angles tPuto quadrilataire est égal à 
deux angles droits multiplié* par4*«*2, ce qui fait quatre angles 
droits. Donc si tous les angles d'un quadrilatère sont égaux, chacun 
d'eux sera un angle droit; ce qui justifie la définition xvn oà l'on 
a supposé que les quatre angles d'un quadrilatère sont droits^ dans 
le cas du rectahgte et du quàrré. 

II. La somme des angles d'un pentagonfe est égate à deuxanjg^les 
droits multipliés par 5 — 2, ce qui fait 6 angles droits. Donc lors- 
qu'un pentagone est équiangle, c'est-à-dire lorsque ses angles sont 
égaux les uns aux autres , chacun d'eux est égal au cinquième de 
six angles droits , ou aux | d'un angle droit. 

III. La somme des angles d'un hexagone est de 2 X (6 — 2) ou 8 
angles droits ; donc dans l'hexagOne équiangle, chaque angle est f 
ou I d'angle droit. 

Schôlie, Si on voulait appliquer cette proposition à un polygone 
dans lequel il y aurait un ou plusieurs angles rentrants, il faudrait 
considérer chaque angle rentrant comme étant plus grand que deux 
angles droits. Mais , pour éviter tout embarras , nous ne considère^ 
rons ici et dans la suite , que les polygones à angles saillants, qu'on 
peat appeler autrement polygones convenues. Tout polygone convexe 
est tel, qu'une ligne droite, menée comme on voudra, ne peut 
rencontrer le contour de ce polygone qu'en deux points, /. -43.* 
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PROPOSITION XXL 

TH&OBfclIE. 

Si deux lignes droites AB, CD, sont perpendiculaires à une troi- 
sième FG, ces deux lignes seront parallèles , cest-àrdire quelles ne 
pourront se rencontrer à quelque distance qu'on les prolonge , f. S6. 

Car si elles se rencontraient en un point 0, il y aurait deux per- 
pendiculaires OF , OGr , abaissées d'un même point sur une même 
ligne FG, ce qui est impossible (pr. 15.) 

^PROPOSITION XXII. 

THiOBÈHB. 

Si deux lignes droites AB , CD , font avec une troisième £F , deus 
angles intérieurs BEF, DFE,. dont la somme soit égale à deux angles 
droits, les lignes AB, CD, seront parallèles, f. 86. 

Si les angles BEF, DFE étaient égaux, ils seraient droits l'an 
et l'autre, et on tomberait dans le cas de la proposition précé- 
dente ; supposons donc qu'ils sont inégaux, et par le point F , som- 
met du plus grand , abaissons FG perpendiculaire sur AB, 

Dans le triangle EFG, la somme des deux angles aigus FEG -\- EFG 
est égale à un angle droit (pr. 19, cor. 4); cette somme étant re- 
tranchée de la somme BEF -\- DFE égale par hypothèse à deux an- 
gles droits, il restera Tangle DFG égal à un angle droit. Donc les 
deux lignes AB , CD ; sont perpendiculaires à une même ligue FG , 
donc elles sont parallèles (pr. âl ). 

PROPOSITION XXIII. 

THtORfcXS. 

Si deux lignes droites AB , CD , font avec une troisième EF , deux 
angles intérieurs d'un même côté, dont la somme soit plus petite ou 
plus grande que deux angles droits, tes lignes AB, CD, prolongées 
suffisamment, devront se rencontrer, f. 37. 

Soit 1^. La somme BEF -j-EFD plus petite que deux angles droits, 
menex FG de manière que l'angle EFG = AEF , vous*aurez la somme 
BEF -|- EFG égale à la somme BEF -|- AEF et par conséquent égale 
à deux angles droits , et puisque BEF -|- EFD est plus petite que 
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deux angles droits, la droite M sera comprise dans Tangle EFG. 

Par le point F tire» une oblique FM qui rencontre AB eu M , 
l'angle AMF sera égal à GFM, puisqu'on ajoutant de part et d'au- 
tre une même quantité EFM + ^^^ > les deux sommes sont égales 
chacune à deux angles droits. Prenez ensuite MN=:FM et joignez 
FPf ^ l'angle AMF , extérieur au triangle FMW , est égal à la somme 
des deux intérieurs opposés MFN, MNF (pr, 19, cor. 6); ceux-ci 
sont égaux entre eux , puisqu'ils sont opposés à des côtés égaux 
Mît , FM ; donc l'angle AMF ou son égal MFG est double de MFN ; 
donc la droite FN divise en deux parties égales l'angle GFM et ren- 
contre la ligne AB en un point N situé à la distance MN=:FM. 

Il suit de la même démonstration que si on prend HP=FN, on 
déterminera sur la ligne AB le point P où aboutit la droite FP qui 
fait l'angle GFP égal à la moitié de l'angle GFN , ou au quart do 
rangleGFM. 

On peut donc prendre ainsi successivement la moitié, le quart, 
le huitième, etc. de l'angle GFM, et les lignes qui opèrent ces 
divisions , rencontreront la ligne AB en des points de plus en plus 
éloignés , mais faciles à déterminer , puisque MN = FM , WP = FN , 
PQ = PF, etc. On peut même observer que chaque distance d'un 
de ces points d'intersection au point fixe F, n'est pas tout-à-fait 
double de la distance du point d'intersection précédent, car FN, 
par exemple, estmoindre que FM-|-MN pu â FM; on a pareille- 
ment FP<2FN, FQ<2FP, etc. 

Mais en continuant de sous-diviser l'angle GFM en raison double , 
on parviendra bientôt à un angle GFZ plus petit que l'angle donné 
GFD, et il sera encore vrai que FZ prolongée rencontre AB en un 
point déterminé : donc à plus forte raison la droite FD comprise 
dans l'angle EFZ^ rencontrera AB. 

Supposons â"" que la somme des deux angles intérieurs AEF-|-GF£ 
est plus grande que deux angles droits, si l'on prolonge AE vers 
B et CF vers D, la somme des quatre angles AEF,BEF, CFE, EFD, 
sera égale à quatre angles droits ; donc si de cette somme on retran- 
che AEF -[- CFE plus grande que deux angles droits, il restera la 
somme BEF -|;*EfD plus petite que deux angles droits. Donc suivant 
le premier cas les lignes EB, FD , prolongées suffisamment, doivent 
se rencontrer. 

Corollaire. Par un point donné F on ne peut mener qu'une seule 
parallèle à la ligne donné AB ; car ayant tiré FE à volonté , il n'y a 
q[u'une ligne FG qui fasse la somme des deux angles BEF -|- EFG, égale 
à deux angles droits; toute autre droite FD ferait la somme des 
deux angles BEF -[- EFD, plus petite ou plus grande que deux droits ; 
et rencontrerait par conséquent la ligne AB. 
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THÉOBÊBIE. 

SiàiBU^a^ lignes parallèles Ah y€D , sont rencontrées par une sécante- 
l^^kt somme des anglesintérieurs AQO , GkOC , sera égale à deu9 angles 
droiJts, f. â8. 

Car si elle était plus grande ou plus petite> les dèuxdroites AB, CD, 
se rencontreraient d'un coté OM^de Fautre (pr. 23) et ixe seraient pas 
parallèles. 

CoroUairel, Si Vsdxgie ÊrOGestdroit , l'îBingle A£rO seraaiwsi un aa^^ 
gle droit ; donc toute ligjne perpendiculaire à Tune dqs parallèles est, 
perpendiculaire àTautre. 

Corollaire II . Puisque la somme AGO + GOG est égale à deux angles 
droits, et que la somme GOD 4. GOÇ est aussi égale à deux angles 
droits , si l'on retranche départ et d'autre GOG*, on aiura Tangle ACrO 
= GOD. D'ailleurs AGO=BGE, et GOD=GOF (pr. 5); donc les qua- 
tre angles aigus AGO, BGE, GOD, COF, sont égaux entre eux ; il en 
est de même des quajtre angles obtus AGE, BGQ, GOG, DOF. On 
.peut observer de plus qu'en ajoutant l'un des quatre angles aigus 
à l'un des quatre obtus, la somme sera toujours égale à deux an-v 
gles droits. 

Scholie. Les angles dont on vient de parler , comparés dçux à deux 
prennent différents noms. Nous avons déjà.appelé les angles AGO, 
GOG , intérieure d'un même côté ; les angles BGO , GOD , ont le même 
nom ; les angles AGO ,/GOD, s'appellent alternes-internes, ousimplç- 
ment alternes, il en est de même des angles BGX), GOG, Enfin on ap-. 
elle internes-externes, les angles EGB , GOD , ou EGA , GOG , et alter-. 
nes-eaternesles angles EGB, GOF, ou AGE, DOF. Gela posé, on peut 
regarder les propositions suivantes comme étant déjà démontrées. 

1* Les angles intérieurs d'un même côté, pris ensemble, valent 
deux angles droits. 

Les angles alternes-internes sont égaux , ainsi que les angles inter-^ 
nes-ex ternes , et les angles alternes-externes. 

Réciproquement si dans ce second cas, deux angles de même 
nom sont égaux , on peut conclure que les ligues auxquelles ils. 
se rapportent sont parallèles. Soit, par exemple, l'angle AGO=^ 
GOD; puisque GOG -|- GOD est égal à deux droits, on aura aussi 
AGO 4- GOG égal à deux droits, donc (pr. 22), les lignes AG , GO, 
sont parallèles. 



PRWOSITION XXV. 

tHÉOBÊME. 

Beux lignes AB , CD, parallèles dune troisième fifyêont parallèles: 
entre elles, f. 39. 

Menez la sécante PQR perpendiculaire à £F. Puisque AB est pa^ 
rallèle à EF, la sécante PR sera perpendiculaire à AB (cor. l,pr. 
24); de même puisque CD est parallèle à EF, la sécante PR sera 
perpendiculaire à CD. Donc AB et CD soat perpendiculaires à la. 
même droite PQ; donc elles sont parallètes (pr 21). 

PROPOSITION XXVI. 

THtORÈMS. 

Deux parallèles sont partout également distantes , f . Mi\ 

Étant données les deux parallèles AB, CD, si par deux points 
pris à volonté , on élève sur AB les deux perpendiculaires EG, FH , 
les droites £G, FH, seront en même temps perpendiculaires à CD 
(pr. 24); Je disd^ plus que ces droites seront ég^ales entre elles. 

Car en tirant OF, Ic^s angles GFË, FGH, considérés par rapport 
aux parallèles AB, CD., seront égaux comme altçrnes-internes (sch. 
pr. 24) ; de même,, puisque les droites EG , FH sont perpendicu- 
laires à une mémo droite AB et par conséquent parallèles entre 
^es, 1^ angles £GF, GFSi, considérés par rapport aux parallèles 
G£ , FH , seront égaux comme alternes-internes. Donc les deux tri- 
angles EFG , FGH , ont un c6té commun FG adjacent à deux an- 
gles égaux , chacun à chacun ; doAC ces deux triangles sont égaux 
(2»r. 7); donc le côté EG qui mesure la distance des parallèles 
AB , CD , au point E , est égal au côté FH , qui mesure la distan- 
ce de ces mêmes parallèles au point F. 

PROPOSITION XXVIJt 

THÊO&ÊKE. 

Si deux angles BAC, DEF ont les cotés parallèles , chacun à chacun,^ 
et dirigés dans le mêm^ sens, ces deux angles seront égaux , f^ 40 

Prolongez, s'il est nécessaire, D£ jusqu'à la rencontre deACen<i,\ 
rangleDEFestégalà DGC, parce que EF est parallèle à GC(pr. 24 );, 



2â LIYftE PREMn». 

Tangle BGG est égal à BAC, parce (jue DG est parallèle à ÂB ; donc- 
l'angle DEF est égal à BAC. 

Scholie, On met dans cette proposition la restriction qae le côtâ 
£F soit dirigé dans le même sens que AG, et ED dans le même sens 
que AB ; la raison en est que, si on prolonge F£ vers H , l'angle DEH 
aurait ses côtés parallèles à ceux de l'angle BAC , mais ne lui serait 
pas égal. Dans ce cas , l'angle DE et l'angle BAC feraient ensemble 
deux angles droits. 

PROPOSITION XXVIII. 

TnÉORÊMB. 

Les côtés opposés d'un parallélogramme sont égaux , ainsi que Ua 
angles opposés f.4-4. 

Tirez la diagonale BD, les deux triangles ADB, DBC, ont le côté 
commun BD ; de plus , à cause des parallèles AD , BC, Tangle ADB==. 
DBC ( pr. 24 ) , et à cause des parallèles AB , CD , l'angle ABD = BDC ; 
donc les deux triangles ADB , DBC sont égaux ( pr . 7 ) ; donc le côté 
AB opposé à Tangle ADB est égal au côté DC opposé à l'angle égal 
DBC , et pareillement le troisième côté AD est égal au troisième 
BC ; donc les côtés opposés d'un parallélogramme sont égaux. 

En second lieu, de l'égalité des mêmes triangles il s'en suit que 
l'angle A est égal à l'angle C , et aussi que l'angle ADC , composé 
des deux angles ADB, BDC, est égal à l'angle ABC, composé des 
deux angles DBC , ABD , donc les angles opposés d'un parallélo- 
gramme sont égaux. 

Corollaire, Donc deuxparallèlesAB, CD, comprises entre deux au- 
tres parallèles AD, BC, sont égales. 

PROPOSITION XXIX. 

THÉORÈME. 

Si dans un quadrilatère ABCD les côtés opposés sont égaux, en sorte 
qu'on ait AB = CD , et AD = BC , les côtés égaux seront parallèles, et 
la figure sera un parallélogramme f . 44. 

Car, en tirant la diagonale BD, les deux triangles ABD, BDC au- 
ront les trois côtés égaux chacun à chacun ; donc ils seront égaux ; 
donc l'iangle ADB opposé au côté AB , est égal à l'angle DBC opposé 
au côté CD; donc(pr. 24) le côté AD est parallèle à BC. Par une 
semblable raison , AB est parallèle à CD; donc le quadrilatère ABCI>> 
est un parallélogramme. 
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PROPOSITION IXX. 

TBÉOBÈVE. 

Si deux cotés opposés AB, CD, d'un quadrilatère sont égaux et parai* 
ièles, les deux autres côtés seront pareillement égaux et parallèles, et 
la figure ABCD sera un parallélogramme, f. 44. 

Soit tirée la diagonale BD ; puisque AB est parallèle à CD, les an- 
gles alternes ABD , BBC, sont égaux (pr. 24) : d'ailleurs le côté AB 
:= DG , le côté BB est commun , donc le triangle ABB est égal au tri- 
angle DBG (pr. 6); donc le côté AD = BC, l'angle ADB = DBG, et 
par conséquent AB est parallèle à BG; donc la figure ABCB est un 
parallélogramme. 

PROPOSITIOWXXXI. 

THÉORÈXB. 

Les deux diagonales AG , BB , dl* un parallélogramme se coupent mu- 
iuellement^n deux parties égales j f. 4ë. 

Car , en comparant le triangle ADO au triangle GOB , on trouve le 
côté AB = GB, l'angle ABO=GBO (pr. 24) ; et l'angle BAO = OGB; 
donc ces deux triangles sont égaux {pr. 27) ; donc AO, côté op- 
posé à l'angle ADO , est égal à OC , côté opposé à l'angle OBC , donc 
aussi DO = 0B (1). 

Sckolie, Bans le cas du losange , les côtés AB, BG , étant égaux > 
les triangles AOB , OBC, ont les trois côtés égaux chacun à chacun , 
et sont par conséquent égaux ; d'où il suit que l'angle AOB=BOC , 
et qu'ainsi les deux diagonales d'un losange se coupent mutuelle- 
ment à angles droits. 
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lÊ CïlRGLE ET LÀ MESURE DES AN&LÏS. 

DÊFiNmORS. 

ï. La circonférence du cercle est une ligne courbe , dont toû^lea 
points sont également distants^d'un point intètieur qu'on appelle 
centre, f. 46. 

Le cercle est l'espace termine par cette ligne courbe. 

N. B. Quelquefois dans le discours on confond le cercle avec sa circonférence; 
mais il sera toujours facile de rétablir Texactitode des expressions, en se sou- 
venant que le cercle est une surface qui a longueur et largeur , tandis que ]a 
circonférence n'est qu'une ligne. 

n. Toute ligne droite CA , CE , CD , etc. , menée du centre à la cir- 
férence , s'appeltè royon ou demi-diafnètre ; toute ligne , comme AB, 
qui passe par le centre, et qui est terminée de part et d'autre à la 
circonférence , s'appelle diamètre. 

En Tertu de la définition du cercle, tous les rayons sont égaux; 
louft liés diamètres sont égaux aussi , et doubles du rayon. 

IIL On appelle arc une portion de circonférence telle que FHG. 

La corde ou sous-tendante de l^arc est la ligne droite FG qui joint 
ses deux extrémités. 

lY. Segmenï est la surface ou portion de cercle comprise entre 
tafcetlacofde. 

K. B. À la même wirde FC répoiident toujours deux arcs FH€», FEG, et par 
conséquent aussi deux segments ; mais c'est toujours le plus petit dont on en^ 
tend parler , à moins qu'on n'exprime le contraire. 

V. Secteur est la partie du cercle comprise entre un arc DE et les 
deux rayons CD, CE, menés aux extrémités de cet arc. 

VL On appelle ligne inscrite dans le cercle, celle dont les extré- 
mités sont à la circonférence , comme AB , /". 47 ; 

Angle inscrit, un angle tel que BAC , dont le sommet est à la cir- 
conférence, et qui est formé par deux cordes; 

Triangle inscrit, un triangle tel que BAC, dont les trois angles ont 
leurs sommets à la circonférence ; 

Et en générai figure inscrite , celle dont tous les angles ont leurs 
■sommets à la circonférence : en même temps on dit que le cercle est 
circonscrit à cette figure. 
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Vfi. On appelle sécante une ligne qui rencontre la«iT»<>nftrence 
en deux points : telle est AB, f, 48. 

VIII. Tangente est une lignie qui n'a qu'us poisit de^éoinm^n avec 
la circonférence : telle est GB. 

Le point commun M s'appelle point de contact, 

IX. Pareillement deux circonférences sont tangentes Tune à Tau- 
tre , lorsqu'elles n'ont qu'un J^oint de commun. 

X. Un polygone est circonscrit à un cercle, lorsque tous ses côtés 
sont des tangentes à la circonférence; dans le même cas on dit quç 
le cercle «st inscrit dansée polygone, f, 160. 

PROPOSITION PREMIÈRE, 

TH&ORÈttE. 

Tout diamètre AB ditise le cercle et sa circonférence en deux parties 
éyàiés, f. 49. 

Car si on appliqu« la figure AEB sur ÀFB , en conservant la base 
commune AB , il faudra que la ligne courbe AEB tombe exactement 
sur la ligne courbe AFB, sans quoi il y aurait dans l'une ou dan«( 
l'autre des points inégalement éloignés du centre, ce q«i es^t contre 
La définition du cercle. 

PROPOSITION lï. 

^HÊORftHR. 

Toute corde est plus petHe que le diamètre, f. 49% 

Calr^si aux extrémités delà corde AD on mène les rayons AC, CB, 
^n aura la ligne droite AD <] A€ -)- CD , ou AD <; AB. 

Corollaire, Donc la plus grande ligne droite qu'on piti«se insùHre 
dans un cercle eU égal à son diamètre. 

PROPOSITION IIÏ. 

THÉORtHÈw 

ïfne ïi^'e^f'oitehép&utrencontrer^inè circonférèMé ieîkplus de deu^ 
jf oints. 

Car si elle la rencontrait en trois , ces trois points seraient égaler 
ment distants du centre; il y aurait donc troiâ droites égales menées 
d'un même point sur une même ligne droite, ce qui est impossible , 
(pr. 16,liv. 1). 

4. 
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PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

Dans un même cercle ou dans des cercles égauœ, les arcs èc^aux sont 
sous-tendus par des cordes égales, et réciproquement les cordes égales 
sous-tendent des arcs égaux , f. 50. 

Le rayon AC étant égal au rayon EO, et Tare AMD égal à Tare ENG, 
je dis que la corde AD sera égale à la corde EG. 

CarlediamètreABétantégalaudiamètreEF, le demi.cercleAMDB 
pourra s'appliquer exactement sur le demi-cercle ENGF , et la ligne 
courbe AMDB coïncidera entièrement avec la ligne courbe ENGF. 
Maison suppose la portion AMD égale à la portion ENG; donc le 
point D tombera sur le point G; donc la corde AD est égale à la 
corde EG. 

Réciproquement , en supposant toujours le rayon AC = EO , si la 
la corde AD = EG, je dis que l'arc AMD sera égal à l'arc ENG. 

Car en tirant les rayons CD , OG , les deux triangles ACD , EOG, au- 
ront les trois côtés égaux chacun à chacun, savoir, AC=:EO, CD = 
OG, et AD=EG ; donc ces triangles sont égaux ( pr. 11 , liv. 1 ) ; donc 
l'angle ACD = EOG. Mais en posant le demi-cercle ADB sur sonégal 
EGF , puisque l'angle ACD= EOG , il est clair que le rayon CD tom- 
bera sur le rayon OG , et le point D sur le point G; donc l'arc AMD 
estégalàl'arcENG. 

PROPOSITION V. 

TIIÉORÊHE. 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux , un plus grand arc esè 
sous-tendu par une plîis grande corde, et réciproquement , si toutefois 
les arcs dont il »agit sont moindres qu'une demi-circonférence, f . 50. 

Car soit Tare AH plus grand que AD, et soient menées les cordes 
AD , AH , et les rayons CD , CH : les deux côtés AC , CH du triangle 
ACH sont égaux aux deux côtés AC, CD du triangle ACD : l'angle 
ACH est plus grand que ACD ; donc ( 10, 1 ) le troisième côté AH est 
plus grand que le troisième AD; donc la corde qui sous-tend le plus 
grand arc est la plus grande. 

Réciproquement, si la corde AH est supposée plus grande que 
AD, on conclura des mêmes triangles que l'angle ACH est plus grand 
que ACD, et qu'ainsi l'arc AH est plus grand que AD. 
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Scholle, Nous supposons que les arcs dont il s'agit sont plus pe- 
tits que la demi-circonférence. S'ils étaient plus grands, la pro- 
priété contraire aurait lieu; Tare augmentant, la corde diminuerait, 
et réciproquement ^ ainsi Tare AKBD étant plus grand que AKBH, la 
corde AD du premier est plus petite que la corde AH du second. 

PROPOSITION VI. 

THtOKÈHE. 

Le rayon CG ^ perpendiculaire à une corde AB, divise cette corde 
et l'arcêouS'tenduAGB^ chacun en deux parties égales, f. 51. 

Menez les rayons CA , CB ; ces rayons sont , par rapport à la per- 
pendiculaire CD, deux obliques égales; donc ils s'écartent égale- 
ment de la perpendiculaire ( 16, 1 ) ; donc AD == DB. 

£n second lieu , puisque AD = DB , GG est une perpendiculaire 
élevée sur le milieu de AB; donc (17, 1 ) tout point de cette per- 
pendiculaire doit être également distant des deux extrémités A et B. 
Le point G est un de ces points ; donc la distance AG =BG. Hais si la 
corde AG est égale à la corde GB , Tare AG sera égal à l'arc GB (pr. 
4) ; donc le rayon CG, perpendiculaire à la corde AB, divise Tare 
sous-tendu par cette corde en deux parties égales au point G. 

Scholie. Le centre G , le milieu D de la corde AB , et le milieu G de 
Tare sous- tendu par cette corde , sont trois points situés sur une 
même ligne perpendiculaire à la corde. Or il suffit de deux points 
pour déterminer la position d'une ligne droite; donc toute ligne 
droite qui passe par deux des points mentionnés , passera nécessai- 
rement par le troisième , et sera perpendiculaire à la corde. 

Il s'ensuit aussi que la perpendiculaire élevée sur le milieu d'une 
corde passe par le centre et par le milieu de l'arc sous-tendu par cette 
corde. 

Car cette perpendiculaire n'est autre que celle qui serait abais- 
sée du oentre sur la même corde, puisqu'elles passent toutes deux 
par le milieu de la corde.. 
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TBtORÊNE. 

Par trois points donnés, A , B , € , non en ligne droite , on peut iou^ 
jours faire passer une circonférence , mais on rCen peut faire passer 
qu'une, f. 62. 

Joignez AB , BG, et divisez ces deux droites en deux parties égales 
par les perpendiculaires DE , FG ; je dis d^abord que ces perpendi- 
culaires se rencontreront en ui^ point 0. 

Car les lignes DE , FG , se cQi^ipQroiit nécessairemeirt si elles ne 
sont pas parallèles. Or supposons qu'elles fussent parallèles; la ligne 
AB, perpendiculaire à DE, sqrait perpendiculaire àFG(24, 1), 
et Tangle K serait droit; mais BK, prolongement de BD , est 
difiFérente de BF , puisque ^les trois points A , B , C , ne sont pas en 
ligne droite ; doBC ihy aurait deux perpendiculaires BF , BK , abaisr 
sées d'un même point sur la même ligne,ce qui est impossible (15,1); 
donc les perpendiculaires DE, FG, se couperont toujours en un 
point 0. 

Maintenant le point O ,,epmiîtte appartenant à la perpendiculaire 
DE, esta égalfe distance des deux points A et B (17, 1 )j le même 
point Ô, comme appartenant à la perpendiculaire FG , est à égale 
distance des deux points B , G ; donc les trois distanqes OA , OB , OQ 
sont égales; donc la circonférence décrite du centre et du rayon 
OB passera par les trois points donnés A, B, G. 

U est prouvé par là qu'on peut, toujours faire passer une circon- 
férence par trois points donnés , non en ligne droite ; je dis de plus 
qu'on n'en pfeut faire passer qu'une. 

Car s'îFy avait une seconde circonférence qui passât par les trois 
points donnés A , B , G , son centre ne pourrait être hors de la ligne 
DE ( 17 , 1 ) , puisqu'alors il serait inégalement éloigné de A et de B ; 
il ne pourrait être non plus hors de Ifi ligne FG par une raison sem- 
blable ; donc il serait à-la-fois sur Iqs deux lignes DE, FG. Or deux 
lignes droites ne peuvent se couper en plus d*ùn point ; donc il n'y 
a qu'une circonférence qui puissç passer par trois points donnés. 

Corollaire, Deux circonférences ne peuvent se, rencontrer en plus 
de deux points ; car si elles avaieint trois points communs , elles au- 
raient le même centre , et ne feraient qu'une seule et même circon-- 
férence. 



PROPOSITION VIII. 

TBÉORftjiC. 

Deux cordes égales sont également étoignées du centre; et de deusf^ 
eofdes inégales, la plus petite est la plus éloignée du centre, f. 58. 

1"* Soit Isi corde AB=DE : divisez ces cordes en deux également 
par les perpendiculaires CF , CG , et tirez les rayons CA y CD. 

Les trianglçs rectangles CAF , DCG , ont les hypoténuses CA , CD>. 
égales 5 de plus le côté AF, moitié de AB, est égal au c6té DG, moitié 
de DE ; donc ces triangles sont égaux ( 1 8, 1 ) , et le troisième côté CF 
est égal au troisième CG ; donc , l** les deux cordes égales AB , DE ,. 
sont également éloignées du centre. 

2** Soit la corde AH plus grande que DE, l'arc AKH sera plus grand 
quç l'arc DME ( pr. 5) : sur Tare AKH prenez la partie ANB = DME , 
tirez la. carde AB , et ^baissez GF , perpendiculaire sur cette corde , 
et CI , perpendiculaire sur AH ; il est clair que CF est plus grand 
que CO , et CO plus grand que CI (16 , 1 ) ; donc à plus forte raison 
CF> CI. Mais CF==CG, puisque les cordes AB, DE, sont égales; 
donc on a CG. ]> CI ; donc de deux cordes inégales la plus petite est 
la plus éloignée du centre. 

PROÇOSITIOW IX. 

THÉORÈIE. 

La perpendiculaire BD, menée à V extrémité du rayon CA, est une 
t4H,ngenteà la circonférence , f. 6Â, 

Car toute oblique CE ^t plus longue que la perpendiculaire CA 
( 16 , 1 ) ; donc le point E est hors du cercle ; donc la ligne BD n'a que 
le point A commun avec la circonférence ; donc BD est une tangente 
(déf. 8). 

Scholie, On ne peut mener par un point donné A qu'une seule tan- 
gente AD à la circonférence ; car si on en pouvait mener une autre, 
€elle-ci ne serait plus perpendiculaire au rayon CA; donc, par rap- 
port à cette nouvelle tangente, Iç rayon CA serait une oblique , et la 
perpendiculaire , abaissée du centre sur cette tangente ,« serait plus 
i^ourte que CA ; donc cette prétendue tangente entrerait dans le cer- 
qle , et serait une sécante. 
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PROPOSITION X. 

' THÉOIÈHE. 

Deux parallèles AB , DE , interceptent sur la circonférence des arcs 
6^awa?MN, PQ,/-. 55. 

11 peut arriver trois cas. 

lo Si les deux parallèles sont sécantes, menez le rayon GH per- 
pendiculaire à la corde MP , il sera en même temps perpendicu- 
laire à sa parallèle NQ (^4, 1. ); donc le point H sera à-la-fois le 
milieu de Tare MHP et celui de l'arc WHQ (6); on aura donc l'arc 
fflH = HP , et l'arc NH = HQ : de-là résulte MH — WH = HP — HQ , 
c'est-à-dire MN=:PQ. 

2" Si des deux parallèles AB, DE , l'une est sécante , l'autre tan- 
gente ; au point de contact H menez le rayon CH ; ce rayon sera per- 
dendiculaireàlatangenteD£(9), «t aussi à sa parallèle MP. Mais 
puisque CH est perpendiculaire à la corde MP, le point H est le mi- 
lieu de l'arc MHP ; donc les arcs MH , HP , compris entre les parallèles 
AB , DE , sont égaux.. 

Enfin si les deux parallèles DE , IL , sont tangentes , l'une en H , 
l'autre en K , menez la sécante parallèle AB, vous aurez , par ce qui 
vient d'être démontré, MH = HPetMK=:KP; donc l'arc entier 
HMK =HPK , et de plus on voit que chacun de ces arcs est une de- 
mi-circonférence. 

PROPOSITION XL 

THÊORÈHE. 

Si detéâp circonférences se coupent en deux points, la ligne qui passe 
par leurs centres sera perpendiculaire à Iq corde qui joint les points 
d* intersection, et la divisera en deux parties égales, f. 57 et 58. 

. Car la ligne AB , qui joint les points d'intersection , est une corde 
commune aux deux cercles. Or, si sur le milieu de cette corde on 
élève une perpendiculaire , ejle doit passer par chacun des deux 
centres G et D (6). Mai« par deux points donnés on ne peut mener 
qu'une seule ligne droite; donc la ligne droite, qui passe par les 
centres, sera perpendiculaire sur le milieu de la corde commune. 
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PROPOSITION XII. 

THtOlÈHE. 

Si la distance des deus centres est plus courte que la somme des 
rayons , et si en même temps le plus grand rayon est moindre que la 
somme du plus petit et de la distance des centres, les deux cercles se 
couperofit. 

Car pour qu'il y ait lieu à iutersection , il faut que le triangle 
CAD soit possible , /*. 57 et 58 : il faut donc non -seulement que CD 
soit<[AC-[-AD,/*. 57, mais aussi que le plus grand rayon AD soit 
-^ AC -|- CD , /". 58. Or , toutes les fois que le triangle CAD pourra 
être construit, il est clair que les circonférences décrites des cen- 
tres C et D, se couperont en A et B. 

PROPOSITION XIII. 

THÉORÈHE. 

iSt la distance CD des centres de deux cercles est égale à la somme de 
leurs rayons CA , AD , ces deux cercles se toucheront extérieurement. 

Il est clair qu'ils auront le point A commun ; mais ils n'auront 
que ce point ; car , pour qu'ils eussent deux points communs , 
il faudrait que la distance des centres fût plus petite que la somme 
ûes rayons. 

PROPOSITION XIV. 

THÉORÈME. 

Si la distance CD des centres de deux cerclés est égale à la différence 
do leurs rayons CA, AD , ces deux cercles se toucheront intérieurement. 

D'abord il est clair qu'ils ont le point A commun : ils n'en peu- 
vent avoir d'autre ; car pour cela il faudrait que le plus grand 
rayon AD fût plus petit que la somme faite du rayon AC et de la dis- 
tance des centres CD ( 12) , ce qui n'a pas lieu. 

Corollaire. Donc , si deux cercles se touchent , soit intérieurement, 
soit extérieurement , les centres et le point de contact sont sur la 
même ligne droite. 

Scholie. Tous les cercles qui ont leurs centres sur la droite CD, et 
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qui passent par le point A , sont tangents les uns aux autres ; ils n%îà 
entre eux que le seul point A de eommun. Et si par le point A on 
mène AE perpendiculaire à CD , la droite AE sera une tangente com- 
mune à tous ces cercles , f. 59 et 60. 

PROPOSITIOH XV. 

THÉORÈME. 

Dans le même cercle ou dans des cercies Citait, les angles égaux ACB 
DCE, dont le sommet est au centre, interceptent sur la circonférence 
des arcs égaux AB , DE , /*. 61 . 

Réciproquement, si les arcs AB , DE, sont égaux, les angles AGB , 
DCE , seront aussi égaux . 

Car, 1« si l'angle ACB est égal à l'angle DCE , ces deux angles pour- 
ront se placer Tun sur l'autre ; et comme leurs côtés sont égaux, il 
est clair que le point A tombera en D, et le point B en E. Mais alors 
l'arc AB doitaussi tomber sur l'arc DE ; car si les deux arcs n'étaient 
pas confondus en un seul , il y aurait dans l'un ou dans Fautre des 
points inégalement éloignés du centre, ce qui est impossible; donc 
l'arc AB=DE. 

2» Si on suppose AB=DE , je dis que l'angle ACB sera égal à DCE ; 
car si ces angles ne sont pas égaux , soit ACB le plus grand, et soit 
pris ACIz= DCE ; on atira , par ce qui vient d'être démontré, AI= 
DE : mais par hypotbèse, l'arc AB=DE; donc on aurait AIszAB, 
ou la partie égale au tout, ce qui est impossible ; donc l'angle ACB 
=DCE, 

Proposition xvi. 

THÉORÈME. 

l)ans le même cercle ou dans des cercles égaux, si deux angles au 
centre ACB, DCE, sont entre eux comme deux nombres entiers, les 
arcs interceptés AB , DE , seront entre eux comme les mêmes nombres, 
^tou aura cette proposition: 

Angle ACB : angle DCE : : arc AB : arc DE, f. 62, 

Supposons , par exemple , que les angles ACB , DCE , soient entre 
eux comme 7 est à 4 ; ou , ce qui revient au même, supposons que 
l'angle M , qui servira de commune mesure , soit contenu sept fois 
dans l'angle ACB, et quatre dans l'angle DCE. Les angles partiels 
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ACm, mCn, nCp, etc« DCa? arCy , «te. , étant égaux entre eux, les arcs 
partiels km, mn, np, etc.,D^, >y, etc., seront aussi égaux entre eux 
(15) ; donc Tare entier AB sera à Tare entier DE comme 7 est à 4. Or il 
est évident que le même raisonnement aurait toujours lieu , quand 
à la place de 7 et i on aurait d'autres nombres quelconques ; donc , 
si le rapport des angles AGB, DGË , peut être exprimé en nombres 
entiers , les arcs AB , DE , seront entre eux comme les angles AGB , 
DCE. 

Scholie. Réciproquement, si les arcs AB, DE, étaient entre eux 
comme deux nombres entiers, les angles AGB , DGE , seraient entre 
eux comme les mêmes nombres , et on aurait toujours AGB : DGE 
:: AB : DE ; car les arcs partiels km, mn, etc. , Da?, xy , etc. , étant 
égaux, les angles partiels AGm, »wC«, etCi , DG;f, j;Gy, etc., sont 
aussi égaux. 

PROPOSITION XVII. 

THÉOBÈME. 

Quel que soit te rapport des deux angles AGB , AGD , ces deux angles 
seront toujonrs entre eux comme les arcs AB, AD, interceptés entre leurs 
côtés et décrits de leurs sommets comme centres avec des rayons égaux, 
f. 68. 

Supposons le plus petit angle placé dans le plus grand : si la 
proposition énoncée n'a pas lieu , l'angle AGB sera à l'angle AGD, 
comme l'arc AB est à un arc plus grand ou plus petit que AD. Sup- 
posons cet arc plus grand , et représentons-le par AO , ilous aurons 
ainsi : 

Angle AGB : angle AGD : : arc AB : arc AO. 

Imaginons maintenant que l'arc AB soit divisé en parties égales 
dont chacune soit plus petite que DO , il y aura au moins un point 
de division entre D et : soit I ce point , et joignons GI ; les arcs 
AB , AI , seront entre eux comme deux nombre entiers , et on aura 
en vertu du théorème précédent : 

Angle AGB : angle AGI :t arc AB : arc Aî. 

Rapprochant ces deux proportions l'une de l'autre, et obser- 
vant que les antécédents sont les mêmes , on en conclura que les 
conséquents sont proportionnels, vCt qu'ainsi 

Angle AGD : angle AGI :: arc AO : arc AL 

Mais l'arc AO est plus grand que l'arc AI : il faudrait donc, 
pour que la proportion subsistât, que Tangle AGD fût plus grand 
que l'angle AGI ; or au contraire il est plus petit ; donc il est im-^ 

8* 
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possible que Tangle ACB soit à Tanglc ACD comme l'arc AB est à 
un arc plus grand que AD. 

On démontrerait par un raisonnement entièrement semblable 
que le quatrième terme de la proportion ne peut être plus petit que 
AD ; donc il est exactement AD : donc on a la proportion ': 
Angle AGB : angle ACD :: arc AB : arc AD. 

Corollaire, Puisque Tangle au centre du cercle et Tare intercepté 
entre ses côtés ont une telle liaison que quand Tun augmente ou di- 
minue dans un rapport quelconque , Fautre augmente ou diminue 
dans le même rapport , on est en droit d'établir l'une de ces gran- 
deurs pour la mesure de Fautre : ainsi nous prendrons désormais 
l'arc AB pour la mesure de l'angle ACB. Il faut seulement observer, 
dans la comparaison des angles entre eux , que les arcs qui leur ser- 
vent de mesure doivent être décrits avec des rayons égaux; car 
c'est ce que supposent toutes les propositions précédentes. 

Scholie I. Il parait plus naturel de mesurer une quantité par une 
quantité de la même espèce , et sur ce principe il conviendrait de 
rapporter tous les angles à l'angle droit : ainsi l'angle droit étant 
l'unité de mesure, un angle aigu serait exprimé par un nombre 
compris entre et 1, et un angle obtus par un nombre entre 1 et 2. 
Mais cette manière d'exprimer les angles ne serait pas la plus com- 
mode dans l'usage ; on a trouvé beaucoup pluvS simple de les mesu- 
rer par des arcs de cercle , à cause de la facilité de faire des arcs 
égaux à des arcs donnés, et pour beaucoup d'autres i'aisons. Au 
reste, si la mesure des angles par les arcs de cercle est en quelque 
sorte indirecte, il n'en est pas moins facile d'obtenir par leur moyen 
la mesure directe et absolue; car si vous comparez l'arc qui sert de 
mesure à un angle avec4e quart de la circonférence , vous aurez le 
rapport de l'angle donné à l'angle droit, ce qui est la mesure ab- 
solue. 

Scholie IL Tout ce qui a été démontré dans les trois propositions 
précédentes pour la comparaison des angles avec les arcs, a lieu 
également pour /la comparaison des secteurs avec les arcs : car les 
secteurs sont égaux lorsque les angles le sont , et en général ils sont 
proportionnels aux angles ; donc deuaf secteurs ACB^ ACD,jpm dans 
le même cercle ou dans des cercles égaux , sont entre eux comme tes 
arcs AB , AD , bases de ces mêmes secteurs. 

On voit par-là que les arcs de cercle qui servent de mesure aux 
angles peuvent aussi servir de mesure aux difFérents secteurs d'un 
même cercle oii de cercles égaux. 
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PROPOSITION XVIII. 

THtORtoE. 

r angle inscrit A.B a pour mesure la moitié de Tare BD compris en- 
tre ses cotés, f . 6i et 65. 

Supposons d'abord que le centre du cercle soit situé dans l'angle 
BAD, on mènera le diamètre AE et les rayons CB , CD, f 64. L'angle 
BCE, extérieur au triangle ABC, est égal à la somme des deux inté- 
rieurs CAB, ABC (19,1.): mais le triangle BAC étant isoscèle, l'angle 
ÇAB= ABC; donc l'angle BCE est double de BAC. L'angle BCE, 
comme angle au centre , a pour mesure l'arc BE ; donc l'angle BAC 
aura pour mesure la moitié de BE, Par une raison semblable, l'angle 
CAD aura pour mesure la moitié de ED ; donc BAC + CAD ou BAD 
aura pour mesure la moitié de BE -[- ED ou la moitié de BD. 

Supposons en second lieu que le centre C soit situé hors de l'angle 
BAD,/. 65, alors menant le diamètre AE, l'angle BAE aura pour 
niesure la moitié de BE , l'angle DAE la moitié de DE ; donc leur dif- 
férence BAD aura pour mesure la moitié de BE moins la moitié de 
ED , ou la moitié de BD. 

Donc tout angle inscrit a pour mesure la moitié de l'arc compris 
entre ses côtés. 

Corollaire I. Tous les angles BAC , BDC , etc. , inscrits dans le même 
segment sont égaux \ car ils ont pour mesure la moitié du même arc 
B0C,/:66. 

II. Tout angle BAD inscrit dans le demi-cercle est un angle droit; 
car il a pour mesure la moitié de la demi-circonférence BOD, ou le 
quart de la circonférence, f, 67. 

Pour démontrer la même chose d'une autre manière, tirez le rayon 
AC ; le triangle BAC est isoscèle , ainsi l'angle BAC = ABC ; le trian- 
gle CAD est pareillement isoscèle; donc l'angle CAD = ADC; donc 
BAC + CAD ou BAD = ABD + ADB. Mais si les deux angles B et D du 
triangle ABD valent ensemble le troisième BAD , les trois angles du 
triangle vaudront deux fois l'angle BAD ; ils valent d'ailleurs deux 
angles droits ; donc l'angle BAD est un angle droit. 

III. Tout angle BAC inscrit dans un segment plus grand que le 
demi-cercle , est un angle aigu ; car il a pour mesure la moitié de 
l'arc BOC moindre qu'une demi-circonférence , /*. 66. 

Et tout angle BOC, iuscrit dans un segment plus petit que le demi- 
cercle, est un angle obtus; car il a pour mesure la moitié de l'aï^c 
BAC plus grande qu'une demi-circonférence. 
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IV. Les angles opposés A et Ç 4'un quadrilatère inscrit ABGB., 
valent ensemble deux angles droits ; car l'angle BAD a pour mesure 
la moitié de l'arc BCD , l'angle BGD a pour musure la moitié de 
l'arc BAD ; donc les deux angles BAD , BGD, pris ensemble , ont pour 
mesure la moitié de la circonférence ; donc leur sQ^ime équivaut à 
deux angles droits , f. 68. 

PROPOSITION XIX. 

THiOaftMC^ 

L' angle Bh£i^ forthéparune tangente et une corde, a pour mesure 
la moitié de F arc AMDG compris entre ses côtés, f. 69. 

Au point de contact A mene% le diamètre AD ; l'angle BAQ est 
droit (9)) il a pour mesure la moitié de la demi-circonférence 
AMD , l'angle DAG a pour mesure la moitié de DC ; donc BAD-|;-DAC 
ou BAG a pour mesure la moitié de AMD , plus la moitié de DC, oiu iâi 
moitié de l'arc entier AMDG. 

On démontrerait de même que Tangle GAE a pour mesure \9k moi-t 
tié de l'arc AC compris entre ses côtés. 



Problèmes relatifs aux deux pr^mers Uvres. 

PROBLÈME PEEHIEE.. 

Diviser Uk droite donnée AB en deux parties égales.,, (. 70. 

Des points A et B , comme centres , avec un rayon plus grand que 
la nïoitiéde AB, décrivez deux arcs qui se coupent en D; le point D 
5cra également éloigné des points A et B : marquez de même au-des- 
sus ou au-dessous de la lignç AB un second point E également éloigné 
des points A et B , par les deux points D , E , tirez la ligne DE ; je dis 
quç DE coupera la ligne AB en deux parties égales au point G* 

Car les deux points D etE étant chacun également éloignés des 
extrémités A et B , ils doivent se trouver tous deux dans la perpen- 
diculaire élevée sur le milieu de AB. Mais par deux points donnés il 
ne peut passçr qu'une seule ligne droite \ donc la ligne DE sera cette 
perpendiculaire elle-même qui coupe la ligne AB en deux parties 
égales au pointe. ^ 
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PROBLtnS II. 

Par un point k, donné $ur la ligne BC , élever une perpendiculaire 
â cette ligne , f. 71. 

Prenez les points B et G à égale distance de A , ensuite des points B 
et C , comme centres , et d'un rayon plus grand que BA , décrivez 
deux arcs qui se coupent enD ; tirez AD qui sera la perpendiculaire 
demandée. 

Car le point D, étant également éloigné de B et de C, appartient 
à la perpendiculaire élevée sur le milieu de BC ; donc AD est cette 
perpendieulaire. 

Scholie. La même construction sert à faire un angle droit BAD 
en un point donné A sur une ligne donnée BG. 

PROBLÈME III. 

D'un point A donné hors de la droite BD, abaisser une perpendicu- 
laire sur cette droite , f. 72. 

Du point A, comme centre, et d'un rayon suffisamment grand , 
décrivez un arc qui coupe la ligne BD aux deux points B et D ; mar- 
quez ensuite un point £ également distant des points B et D , et tirez 
A£ qui sera la perpendiculaire demandée. 

Car les deux points A et £ sont chacun également distants des 
points B et D; donc la ligne A£ est perpendiculaire sur le milieu BD. 

iTROBLÈHE IV. 

Au point A de la ligne AB , faire un angle égal à l'angle donné K, 
f. 78. 

Du sommet K , comme centre, et d'un rayon à volonté , décrivez 
l'arc IL terminé aux deux côtés de l'angle ; du point A , comme cen" 
tre , et d'un rayon AB égal à Kl , décrivez l'arc indéfini BO; prenez 
ensuite un rayon égal à la corde LI ; du point B , comme centre , et 
de ce rayon , décrivez un arc qui coupe en D l'arc indéfini BO : tirez 
AD, et l'angle DAB sera égal à l'angle donné K. 

Car les deux arcs BD , LI , ont des rayons égaux et des cordes éga- 
les ; donc ils sont égaux ( 4 , ^ ) ; donc l'angle BAD =? IKL. 

PROBLÈME V. 

Diviser un angle ou un arc donné en deus) parties égales ,î, lA. 
V S'il faut diviser l'arc AB en deux parties égales , des points A et 
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B , comme centres , et avec un même rayon , décrivez deux arcs qui 
se coupent enD ; par le point D et par le centre C tirez CD qui cou* 
pçra l'arc AB en deux parties égales au point E. 

Car les deux points G et D sont chacun également distant des ex- 
trémités A et B de la corde AB ; donc la ligne CD est perpendiculaire 
sur le milieu de cette corde j donc elle divise l'arc AB en deux par- 
ties égales au point E (6 , 2). 

2* S'il faut diviser en deux parties égales l'angle ACB , on com- 
mencera par décrire du sommet C , comme centre , l'arc AB>, et le 
reste comme il vient d'être dit. Il est clair que la ligne CD divisera 
en deux parties égales l'angle ACB. 

Scholie. On peut , par la même construction , diviser chacune des 
moitiés A£ , £B , en deux parties égales ; ainsi , par des sous^divi- 
sions successives , on divisera un angle ou un arc donné en quatre 
parties égales | en huit , en seize , etc. 

PROiaÈME VI. 

Parunpoint donné Aj mener une parallèle à la ligne donnéeBC, f.l^. 

Du point A, comme centre , et d'un rayon suffisamment grand , 
décrivez l'arc indéfini EO ; du point E , comme centre, et du même 
rayon, décrivez l'arc AF , prenez ED = AF , et tirez AD qui sera la 
parallèle demandée. 

Car enjoignant AE, on voit que les angles alternes AEF, EAD, 
sont égaux ; donc les lignes AD , EF , sont parallèles ( 24 , 1 ). 

PROBLÈME vn. 

Deua; angles A e* B d'un triangle étant donnés , trouver le troisième, 
f. 76. 

Tirez la ligne indéfinie DEF , faites au point E l'angle DEC = A, et 
l'angle CEH = B : l'angle restant HEF sera le troisième angle requis ; 
car ces trois angles pris ensemble valent deux angles droits. 

PROBLÊME VIU. 

Étant donnés deux côtés B et Cd'un triangle et V angle Agu^ ils com- 
prennent, décrire le triangle, f. 77. 

Ayant tiré la ligne indéfinie DE , faites au point D l'angle EDF 
égal à l'angle donné A; prenez ensuite DG=B, DH = C, et tirez. 
GH; DGH sera le triangle demandé. 



I 
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PROBLÈME IX, 

Étant donnés un côté et deux angles d'un triangle, décrire le triangle. 

Les deux angles donnés seront ou tous deux adjacents au c6té 
donné, ou l'un adjacent, l'autre opposé : dans ce dernier cas, cher- 
chez le troisième (prop. 7) , vous aurez ainsi les deux angles adja- 
cents. Cela posé, tirez la droite D£ égale au côté donné, faites au 
point D Fangle EDF égal à Tun des angles adjacents , et au point £ 
Tangle DEG égal à Tautre ; les deux lignes DF , EG , se couperont en 
H , et DEH sera le triangle requis, f. 78. 

PROBLÈME X. 

Les trois côtés A , B , G , d*un triangle étant donnés, décrire le tiran^- 
gle, f. 79. 

Tirez DE égal au côté A; du point E, comme centre, et d'un rayon 
égal au second côté B , décrivez un arc ; du point D , comme centre, 
et d'un rayon égal au troisième côté C , décrivez un autre arc qui 
coupera le premier en F ; tirez DF, EF, et DEF sera le triangle requis. 

Scholie. Si Fun des côtés était plus grand que la somme des deux 
autres, les arcs ne se couperaient pas; mais la solution sera tou- 
jours possible, si la somme de deux côtés , pris comme on voudra , 
est plus grande que le troisième. 

PROBLÈME XI. 

Étant donnés deux côtés A.etB d'un triangle , avec l'angle C opposé 
au côtéB^ décrire le triangle, 

Ily adeux cas : 1*» si l'angle C est droit ou obtus, faites l'angle EDF 
égal à l'fiingle C ; prenez DE= A , du point E , comme centre , et d'un 
rayon égal au côté donné B , décrivez un arc qui coupe en F la li- 
gne DF ; tirez EF , et DEF sera le triangle demandé, f. 80. 

Il faut, dans ce premier cas , que le côté B soit plus grand que A, 
car l'angle C étant droit ou obtus , est le plus grand des angles du 
triangle; donc le côté opposé doit être aussi le plus grand. 

% Si l'angle C est aigu , et que B soit plus grand que A , la même 
construction a toujours lieu , et DEF est le triangle requis, f. SI, ' 

Mais si , l'angle C étant aigu , le côté B est moindre que A , alors 
l'arc décrit du centre Eavec le rayon EF = B, coupera le côtéDF 
en deux points F et G , situés du même côté de D ; donc il y aura 
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deux triangles DEF,D£G', qui satisferont également au problême, 
f. 82. 

Scholie, Le problême serait impossible dans tous les cas, si le 
côté B était plus petit que la perpendiculaire abaissée de £ sur la 
ligne DF. 

PROBI.ÈBB XII. 

Les côtéà adjacents A et B d'un parallélogramme éïànt donnés avec 
V angle G qu'ils comprennent, décrire le parallélogramme, f. 8S. 

Tirez la ligne DE= A /faites au point D l'angle FDE = C, prenez 
DF = B ; décrivez deux arcs , Fun du point F comme centre , et d'un 
rayon FG = DE , l'autre du point E comme centre , et d'un rayon EG 
= DF : au point G , où ces deux arcs se coupent , tirez FG , EG ; et 
DEGFsera le parallélogramme demandé. 

Car , par construction , les côtés opposés sont égaux ; donc la fi- 
gure décrite est un parallélogramme (SO, 1 ), et ce parallélogramme 
est formé avec les côtés donnés et l'angle donné. 

Corollaire. Si l'angle donné est droit, la figure sera un rectangle; 
si , de plus , les côtés sont égaux , ce sera un quarré. 

PROBLÊHB XIII. 

Trouver le centre d'un cercle ou d'un arc donné. 

Prenez à volonté dans la circonférence ou dans l'arc trois points 
A , B , G ; joignez ou imaginez qu'on joigne AB et BG , divisez ces 
deux lignes en deux parties égales par les perpendiculaires DE, FG; 
le point 0, où ces perpendrculaires se rencontrent, sera le centre 
cherché, /*. 84. 

Scholie, La même construction s'ert à faire passer une circonfé- 
rence par les trois points donnés A , B , G , et aussi à décrire une 
circonférence dans laquelle le triangle donné ABG soit inscrite 

PROBLÈME XIV. 

Par un point donné mener une tangente à un cercle donné. 

Si le point donné A est sur la circonférence , tirez le rayon CA , et 
menez AD perpendiculaire à GA; AD sera la tangente demandée 
(9, a),/-. 88. 

Si le point A est hors du cercle , joignez le point A et le centre 
par la ligne droite GA ; divisez GA en deux également au point 0; du 
point 0, comme centre ; et du rayon OG, décrivez une circonférence 
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qui coupera la circonféreuce dounée au point B ; tirez AB , et AB 
9era la tangente demandée , /*. 86. 

Car en menant CB, l'angle GBA, inscrit dans le demi-cercle, est 
un angle droit (18, 2) ; donc AB est perpendiculaii-e à l'extrémilé 
du rayon CB , donc elle est tangente. 

Scholie. Le point A étant hors du cercle, ou voit qu'il y a toujours 
deux tangentes égales AB , AB , qui passent par le point A : elles sont 
égales , car les triangles rectangles CBA, CDA , ont l'hypoténuse CA 
commune , et le côté CB=: CD ; donc ils sont égaux (18, I ) ; donc AD 
= AB , et en même temps l'angle CAD =CAB. 

»&OBLÈ»E XT. 

Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC, f. 87. 

Divisez les angles A et B en deux également par les lignes AO et BO 
qui se rencontreront eu ; du point abaissez les perpendiculaires 
OD, OE, OF sur les trois côtés du triangle; je dis que ces perpen- 
diculaires seront égales entre elles ; car , paï construction, l'angle 
DAO = OAF, l'angle droit ADO =: AFO; donc le troisième angle 
AOD est égal au troisième AOF. D'ailleurs le côté AO est commun 
aux deux triangles AOD, AOF, et les angles adjacents au côté égal 
sont égaux ; donc ces deux triangles sont égaux; donc DO =: OF. On 
prouvera de même que les deux triangles BOD , BOE , sont égaux ; 
donc OD = OE, donc les trois perpendiculaires OD, OE, OF, sont 
égales entre elles. 

Maintenant si du point 0, comme centre, et du rayon OD, on dé- 
crit une circonférence , il est clair que cette circonférence sera 
inscrite dans le triangle ABC ; car le côté AB , perpendiculaire à 
l'extrémité du rayon OD , est une tangente : il en est de même des 
côtés BC,AC. ' 

Scholie, Les trois lignes qui divisent en deux également les trois 
angles d'un triangle , concourent en un même point. 

PROBLÈVE XVI. 

Sur une droite donnée AB , décrire un segment capable de V angle 
donné C , c'est-à-dire , wn segment tel que tous les angles qui y sont 
inscrits soient égaux à V angle donné C, /". 88 et 89. 

Prolongez AB vers D , faites au point B l'angle DBE =s C , tirez BO 
perpendiculaire à BE , et GO perpendiculaire sur le milieu de AB , 
da point de rencontre , comme centre , et du rayon OB , décrivez 
un cercle , le segment demandé sera AMB. 
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Car puisque BF est perpendiculaire à Textrémité du rayon OB, BF 
est une tangente , et Pangle ABF a pour mesure la moitié de l'arc 
AKB (19, â) ; d! ailleurs l'angle AMB, -comme angle inscrit, a aussi 
pour mesure la moitié de Tare AKB, donc l'angle AMB= ABF= EBB 
=:C; donc tous les angles inscrits dans le segment AMB sont égaux 
à l'angle donné C. 

Scholie, Si l'angle donné était droit , le segment cherché serait le 
demi-cercle décrit sur le diamètre AB. 

PROBLÈME XYII. 

Trouver le rapport numérique de deux lignes droites donnés AB , CD , 
si toutefois ces deux lignes ont entre elles une mesure commune f . 90. 

Portez la plus petite CD sur la plus grande AB autant de fois qu'elle 
peut y être contenue ; par exemple , deux fois avec le reste BE. 

Portez le reste BE sur la ligne CD , autant de fois qu'il peut y être 
contenu , une fois , par exemple , avec le reste DF. 

Portez le second reste DF sur le premier BE , autant de fois qu'il 
peut y être contenu , une fois , par exemple , avec le reste BG. 

Portez le troisième reste BG sur le second DF , autant de fois qu'il 
peut y être contenu. 

Continuez ainsi jusqu'à ce que vous ayez un reste qui soit contenu 
un nombre de fois juste dans le précédent. 

Alors ce dernier reste sera la commune mesure des lignes propo- 
sées , et , en le regardant comme l'unité , on trouvera aisément les 
valeurs des restes précédents et enfin celles des deux lignes propo- 
sées , d'où l'on conclura leur rapport en nombres. 

Par exemple, si l'on trouve que GB est contenu deux fois juste dans 
FD , BG sera la commune mesure des deux lignes proposées. Soit 
BG= 1 , on aura FD = 2 ; mais EB contient une fois FD plus GB; 
donc EB = â ; CD contient une fois ÈB plus FD ; donc CD = 5 ; en- 
fin AB contient deux fois CD plus EB ; donc AB = 18; donc le rap- 
port des deux lignes AB , CD , est celui de 18 à 5. Si la ligne CD 
était prise pour unité, la ligne AB serait -i', et si la ligne AB était 
prise pour unité , la ligne CD serait -j-. 

Scholie. La méthode qu'on vieht d'expliquer est la mêine que 
prescrit l'arithmétique pour trouver le commun diviseur de deux 
nombres ; ainsi elle n'a pas besoin d'une autre démonstration. 

Il est possible que, quelque loin qu'on continue l'opération , on 
ne trouve jamais un reste qui soit contenu un nombre de fois juste 
dans le précédent. Alors les deux lignes n'ont point de commune 
jHiesure , et sont ce qu'on appelle incommensurables : on en verra 
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ei-après un exemple dans le rapport de la diagonale au côté du 
quarré. On ne peut donc alors trouver le rapport exact en nom- , 
bres : mais en négligeant le dernier reste , on trouvera un rapport 
plus ou moins approché , selon que l'opération aura été poussée 
plus ou moins loin. 

PBOBLÈSE xvni. 

Deux angles ketYk étant donnés, trouver leur commune mesure , s'ils 
en ont une, et de-là leur rapport en nombres, f. 91. 

Décrivez avec des rayons égaux les arcs CD , EF qui servent de 
mesure à ces angles ; procédez ensuite pour la comparaison des 
arcs CD , EF , comme dans le problême précédent ; car un arc peut 
être porté sur un arc de même rayon , comme une ligne droite sur 
une ligne droite. Vous parviendrez ainsi à la commune mesure des 
arcs CD , EF , s'ils en ont une , et à leur rapport en nombres. Ce rap- 
port sera le même que celui des angles donnés (17, 2) ; et si DO est la 
commune mesure des arcs , DAO sera celle des angles. 

Scholie. On peut ainsi trouver la valeur absolue d'un angle en com- 
parant l'arc qui lui sert de mesure à toute la circonférence : par 
exemple , si l'arc CD est à la circonférence comme 3 est à 25, l'angle 
A sera les ~ de quatre angles droits , ou ^l d'un angle droit. 

Il pourra arriver aussi que les arcs comparés n'aient pas de com- 
mune mesure ; alors on n'aura pour les angles que des rapports en 
nombres plus ou moins approchés , selon que l'opération aura été 
poussée plus ou moins loin. 
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LES PROPORTIONS DES FIGURES. 

DÉFIIflTIORS. 

I. J^APPELLERAi figufes équivalentes celles dont les surfaces sont 
ég^ales. 

Deux figures peuvent être équivalentes, quoique très-dissembla- 
bles : par exemple, un cercle peut être équivalent à un quarré , un 
triangle à un rectangle , etc. 

La dénomination de figures égales sera conservée à celles qui 
étant appliquées Fune sur l'autre, coïncident dans tous leurs points : 
tels sont deux cercles dont les rayons sont égaux , deux triangles 
dont les trois côtés sont égaux chacun à chacun , etc. 

II. Deux figures sont semblables, lorsqu'elles ont les angles égaux 
ehacun à chacun et les côtés homologues proportionnels. Par côtés 
homologues on entend ceux qui ont la même position dans les 
deux figures , ou qui sont adjacents à des angles égaux. Ces an- 
gles eux-mêmes s'appellent angles homologues. 

Deux figures égales sont toujours semblables; mais deux figu- 
res semblables peuvent être fort inégales. 

III. Dans deux cercles di£Pérents, on appelle arcs semblables, 
secteurs semblables, segments semblables, ceux qui répondent à 
des angles au centre égaux» 

Ainsi l'angle A étant égal à l'angle ^ l'arc BC est semblable à 
Tare DE , le secteur ABC au secteur ODE , etc f. 92. 

IV. La hauteur d'un parallélogramme est la perpendiculaire EF 
qui mesure la distance des deux côtés opposés AB , CD , pris pour 
bases/*. 9B. 

V. La hauteur d^an triangle est la perpendiculaire AD abaissé du 
sommet d'un angle A sur le côté opposé BC pris pour base , /". 94. 

VI. La hauteur du trapèze est la perpendiculaire EF menée, entre 
ses deux côtés parallèles AB, CD f, 95. 

VIL Vaire ou la surface d'une figure sont des termes à-peu-près 
synonymes. L'aire désigne plus ]^articulièrement la quantité super- 
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ficiélle de la figure en tant qu^elle est mesurée ou comparée à d'au* 
tre» surfaces. 

N. B; Four l'intelligence de ce livre et des suivants, iï faut avoir présente 
la théorie des proposions , pour laquelle nous renvoyons aux traité» ordi- 
naires d'arithmétique et d^algèbre. Vous ferons seulement une observation, qui 
est très-importante pour fixer le vrai irens des propositions , et dissiper toute 
obscurité , soit dans Ténoncé , soit dans les démonstrations. 

Si on a la proportion A : B :: C : D, on sait que le produit des extrêmes A X D 
est égal au produit des moyens B X G. 

Cette vérité est incontestable pour les nombres ; elle Test aussi potur les 
grandeurs quelconques, pourvu qu'elles s^exprime^t ou qu'on les imagine 
exprimées en nombres ; et c'est ce qu'on peut toujours supposer ; par exem-» 
pie , si A, B, G, D, sont des lignes, on peut imaginer qu'une de ces quatre 
lignes, ou une cinquième, si l'on veut , serve à toutes de coii(imune mesure et 
soit prise. pour unité; alors A, B, G, J) représentent chacune un certain nom-, 
bre d'unités , entier ou rompu , commensurable ou incommensurable, et la 
proportion entre les lignes A, B, G, D, devient une proportion de nombres. 
Le produit des lignes ^ etD, qu^on appelle 9V>ssi leur rectangle ^ n'est donc 
autjre chose que le nombre d'unités linéaires contenues daps A multiplié parie 
nonifire d'unités linéaires contenues dans B; et on conçoit fç^cileme^t que co 
produit peut et doit être égal à celui qui résulte semblablement des lignes B et C. 
Les grandeurs A et B peuvèht être d'une espèce, par exemple , des lignes, 
et les grandeurs G et D d'une autre espèce , par exemple , des «urfaces; alors 
'il faut toujours regarder ces grandeurs comme des nombres : A et B s'exprime- 
ront en unités linéaires , G et D en unités superficielles, et le produit A X Q 
sera un. nombre comme le produit B X G. 

£n général^ dans toutes les opérations qu'on fera sur les proportions, il faut 
toujours regai^der les termes de ces proportions co||)me autant de nombre^ , 
chacun de l'espèce qui lui convient, etoi^ n'aura aucupe peinç à concevoir .ces 
opérations et les conséquences q<|i en résultept. 

Nous devons avertir aussi que plusieurs de nos dépionstrations sont fondées 
sur quelque s-<unes des règles les plus simples de l'algèbre, lesquelles s'appuient 
elles-mêmes sur les axiomes connus: ainsi si l'on a A = B-|- G, et qu'on mul- 
tiplie chaque membre par une même quantité M, on en conclut A X M=B X M 
-4- G X M ; pareillement si l'on aA = B-t~G et D = £ — C, et qu'on ajoute le» 
quantités égales, en eSaçant.-l- G et -^ G qui se détruisent, on en conclura A -|- D 
= B -|- £, ainsi des autres. Tout cela estassez évident par soi-même ; mais en 
cas de difiiculté, il sera bon de consulter les livres d'algèbre, et d'entre-mêlbr 
ainsi l'étude des deux sciences. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THÂORft», 

Les parallélogramme$ j«t ont des bases égales et des hauteurs éga- 
les^ sont équivalents, t. 9Q. 

Soit AB labasecommuuedesdeuxparallélogrammes ABGD, ABEF, 
puisqu'ils sont supposées avoir la mèmp hauteur, les bases supérieures 



BG ) FË ) seront «îtuées sar «me mâine l^gne parallèle à AB. Or on a . 
parla nature des parallélograuimes AD = BC, et \F::=B£;par la 
imènus raison .91? a DC>;=: AB , «Jt f E;;? AB ; donc DC= FE ; donc , re- 
tranchant BC et FE de la m&m^i^gf'^ ^^ )es rentes CE et DF seront 
égaux. 

Il suH de là que les tria«ngfle8 ©AF , CBD, sont équilatérpittx eati^ 
eu5t, et par conséquent éçaux. 

Maissiduquadrilatère ABED onretranchele triangle ADF, il reste 
le fMtrailélogramiike ÂBEF; et si du mêuie quadrilatère ABED on re- 
tranche le triangle C^E , il reste le paraUélegramine ABCD ; dom; les 
deux parallélogrammes ^BCD, ABEF , qui ont même base et même 
Ma-uteur^ sont équivalents, /*. 96. 

CorûlUire, Tout parajiélpgraoïme ABCD est équivalent au rectan- 
gle ABEF d« même base et de «»âme hauteur., f, 97. 

PROPOSmON II. 

T&ul iri^mgh ABC est la pioiiié du paraUéloçf'^mme ABCD qui a 
piême base et même hauteur , 1'. %Q. 

Car les triangles ABC , ACD, sont égaux (28^ 1). 

(jQrQUaire. l.pioncuntriaT\gleABCestla moitié du rectangle BCEF 
qui a même base BC.et méi»^ jiauteur AO ; cçir le rectangle BÇEF es.t 
équivalent au paraUélogramme. ABCD. 

.Corollaire, II. Tous les triangles qui on^td^ bases égales et d^s 
bapteurs éjgales , soiU équivalents, 

^ PfiOPQSITlON m. 

T9Ê0RÈME. 

Deux rectangles de même hauteur sont entre eux comme leufs bases. 

Soient ABCD , AEFD, deux rectangles qui ont pour hauteur com- 
mune AD; je dib qu'ils sont entre eux corn ineleurs bases AB,AE,/'. 99. 

Supposons d'abord que les bases AB, AE, soient commensurables 
entre elles, et qu'elles soient , par exemple , comme les nombres 7 • 
et 4 : si on divise AB en 7 parties égales, AE contiendra 4 de ces par- 
ties; élevez à chaque point de division une perpendiculaire à 4a 
base, vous formerez ainsi sept rectangles partiels, qui seront égaux 
entre tîux, puisqu*ils anroiH même base et même hauteur. Le rec- 
tangle ABCD contiendra sept rectangles partiels, tandis qne AEFD 
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«en contiendra quatre; donc le rectangle ABCD est au rectangle AEFD 
comme 7'est à4, oucommeABest à AÈ. Le même raisonnement peut 
.^tre appliqué à tout autre rapport que celui de 7 à 4 ; donc , quel 
^ue soit ce rapport, pourvu qu'il soitcommensurable, on aura. 
ABCD:AEFD::AB: AE, 
Supposons , en second lieu , /*. lt)0 , que les bases AB , AE , soient 
incommensurable entre elles; je dis qu'ion n'en aura pas moins , 
ABCD : AEFD::AB:AE. 
Car si cette proposition n'est pas vraie, les trois premiers termes 
-demeurant les mêmes, le quatrième sera plus grand ou plus petit 
que AE. Supposons qu'il soit plus grand et qu'on ait , 

ABCD:AEFD::AB:AO. 
Divisez la ligne AB en parties égales plus petites que EO, il y aura 
au moins un point de division I entre E et : par ce point élevez 
sur AI la perpendiculaire IK; les bases AB, AI, seront comraensu- 
Tablesentre elles, etaiusi on aura, par ce qui vient d'être démontré, 
ABCD:AIKD::AB:AL 
Mais on a , par hypothèse, 

ABCD:AEFB::AB:AO. 
Dans ces deux proportions les antécédents sont égaux ; donc les 
-conséquents sont proportionnels , et il en résulte , . 
AIKD:AEFD::AI: AO 
Mais AO est plus grand que AI ; donc , pour que cette propor- 
tion subsistât, il faudrait que le rectangle AEFD fût plus grand 
^ue AIKB ; or , au contraire , il est plus petit ; donc la proportion 
«st impossible ; donc ABCD ne peut être à AEï*D comme AB est à 
une ligne plus grande que AE. 

Par un raisonnement entièrement semblable , on prouverait que 
le quatrième terme de la proportion ne peut être plus petit que 
AE ; donc il est égal à AE. 

Donc , quel que soit le rapport des bases , deux rectangles de 
Tnême hauteur ABCD , AEFD , sont entre eux comme leurs bases AB, 
AE. 

PROPOSITION IV. 

THÉOBtXE. 

Deux rectangles quelconques ABCD , AEGF , sont entre eux comme 
tes produits des hases multipliées par les hauteurs , de sorte qu'on a 
ABCD : AEGF :: AB X AD : AE X AF,/*. 101. 

Ayant disposé les deux rectangles de manière que les angles en A 
soient opposés au sommet, prolongez les côtés GE , CD , ju-squ'àieur 
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rencontre en H ; les deux rectangles ABGD , AEHD , ont même hau- 
teur AD ; ils sont donc entre eux comme leurs bases AB , A£ : de 
même les deux rectangles AEHD, AEGF, ont même hauteur AE , ils 
sont donc entre eux comme leurs bases AD , AF : ainsi on aura les 
deux proportions , 

ABGD: AEHD ::AB:AE. 
AEHD : AEGF:: AD :AF. 

Multipliant ces proportions j)ar ordre , et observant que le moyen 
terme AEHD peut être omis comme muUijJicateur commun à l'an- 
técédent et au conséquent , on aura , 

ABGD : AEGF : : AB X AD : AE X AF. 

Scholie, Donc on peut prendre pour mesure d'un rectangle le pro- 
duit de sa base par sa hauteur . pourvu qu'on entende par ce pro- 
duit celui de deux nombres^ qui sont le nombre d'unités linéaires 
contenues dans labase, et le nombre d'unités linéaires contenues 
dans la hauteur. 

Gette mesure, d'ailleurs, n'est pas absolue, mais seulement rela- 
tive ; elle suppose qu'on évalue semblablement un autre rectangle 
en mesurant ses côtés par la même unité linéaire ; on obtient ainsi 
un second produit, et le rapport des deux produits est égal à celui 
des rectangles , conformément à la proposition qu'on vient de dé- 
montrer. 

Par exemple , si la base du rectangle A est de trois unités et sa 
hauteur de dix , le rectangle sera représenté par le nombre 3X10, 
ou SO, nombre qui ainsi isolé ne signifie rien ; mais si on a un se- 
cond rectangle B dont la base soit de douze unités et la hauteur de 
sept, le second rectangle sera représenté par le nombre 7 X 1^ j ou 
8-4 : de-là on conclura que les deux rectangles A et B sont entre eux 
comme 30 est à 84 ; donc si on convenait de prendre le rectangle A 
pour l'unité de mesure dans les surfaces , le rectangle B aurait alors 
pour mesure absolue — , t'est-à-dire qu'il serait égal a j^- d'unités 
superficielles. 

Il est plus ordinaire et plus simple de prendre le quarré pour l'u- 
nité de surface, et on choisit le quarré dont le côté est l'unité de lon- 
gueur ; alors la mesure que nous avons regadée simplement comme 
relative devient absolue : par exemple le nombre 80, par lequel nous 
avons mesuré le rectangle A , représente 30 uiiités superficielles , ou 
30 de ces quarrés dont le côté est égal à l'unité : c'est ce que la fig. 
102 rend sensible, /*. 102. 

On confond asssez souvent en géométrie le produit de deux lignes 
avec leur rectangle, et cette expression a même passé en arithméti- 
que pour désigner le produit de deux nombres inégaux , comme on 
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«mploie celle de quarré pour exprimer le produit d'un nombre mul- 
tiplié par lui-même. 

Les quarrés des nombres 1 , 2,3, efc. , sont 1,4,9, etc. Aussi 
voit-on que le quarré fait sur une ligne double est quadruple; sur 
Une ligne triple , il est neuf fois plus grand , et ainsi de suite, f, 103. 

PROPOSITION V, 

THÉORJËME. 

L'aire d'un parallélogramme quelconque est égale au produit de sa 
base par sa hauteur ^ f, 97. 

Car le parallélogramme ABGD est équivalent au rectangle ABEF , 
qui a même base AB et même hauteur BE ( 1 ) , or celui-ci a pour me- 
sure AB X BE (4). Donc AB X BE est égal à Faire du parallélo- 
gramme ABCD. 

Corollaire. Les parallélogrammes de même base sont entre eux 
comme leurs hauteurs, et les parallélogrammes de même hauteur 
sont entre eux comme leurs bases ; car A, B, G, étant trois grandeurs 
quelconques , on a généralement A X C : B X (^ ' • -^ • B. 

PROPOSITION VI. 

THÊORtHE. 

L'aire d'un triangle est égale au produit de sa hase par la moitié de 
sa hauteur j f. 104. 

Car le triangle ABC est la moitié du parallélogramme ABCE, qui a 
même base BC et même hauteur AD (2) : or , la surface du parallélo- 
gramme (2) =BCX AD (S); donc celle du triangle = ^BCX AD ou 
BCX^AD. 

Corollaire, Deux triangles de même hauteur sont entre eux comme 
leurs bases, et deux triangles de même base sont entre eux comme 
leurs hauteurs. 

PROPOSITION Vil. 

THÉORÈME. > 

L'aire du trapèze ABCD est égale à sa hauteur EF , multipliée par h 
demi-somme des hases parallèles , AB , CD, f, 104» 

Par le point I , milieu du côté CB , menez KL parallèle au côté op^ 
posé AD , et prolongez DC jusqu'à la rencontre de KL. 

Dans les triangles IBL , ICK , on a le côté IB = IC par construc 
tion, l'angle LIB = CIK, et l'angle IBL = ICK, puisque CK et BL 
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sout parallèles (24, 1); donc ces triangles sont égaux (7, 1) ; donc 
le trapèze ABCD est équivalent au parallélogramme ADKL^et il à. 
pour mesure EF X AL. 

Mais on a AL::=DK , et puisque le triangle IBL est égal au triangle 
KCI , le côté BL= CK ; donc AB + CD = AL + DK = 2 AL , et ainsi 
AL est la demi>somme des bases AB, CD; donc enfin l'aire du tra- 
pèze ABCD est égale à la hauteur EF multipliée par la demi-sommo 

des bases AB, CD, ce qui s'exprime ainsi : ABCD=EFx[--— ^^— - ] • 

Scholie. Si par le point I , hiilieu de BC , on mène IH , parallèle à 
la base AB , le point H sera aussi le milieu de AD , car la figure AHIL 
(sstun parallélogramme, ainsi que DHIK, puisque les côtés oppo- 
sés sont parallèles : on a donc AH=:IL et DH = IK; orIL=IK, 
puisque les triangles BIL, CIK, sont égaux, doncAH = DH. 

On peut remarquer que la ligne HI=AL==* — ^ — ; donc Taire 

du trapèze peut s'exprimer aussi par EF X HI *• elle est donc égale à 
la hauteur du trapèze multipliée par la ligue qui joint les milieux 
des côtés non parallèles. 

PROPOSITION VÏIÏ. 

TITÉORÈffl. 

Si une ligne AC est divisée en deus parties AB, BC, le quarté fait sur 
la ligue entière AC contiendra le quarré fait sur une partie AB , plus le 
quarré fuit sur Vautre partie BC , plus deux fois le rectangle compris 
sous les deux parties AB, BC ; ce qi^n exprime ainsi , AC ou ( AB -j- BC ) 
=TB + BC-f 2AB XBC, /*. 106. 

Construisez le quarré ACDE , prenez AF = AB , menez FG parallèle 
à AC, et BH parallèle à AE. 

Le quarré ABCD est divisé «n quatre parties : la première ABlt 
est le quarré fait sur AB , puisqu'on a pris AF = AB : la seconde IGDH 
est le quarré fait sur BC ; car puisqu'on a AC=AE , et AB= AF , la 
différence AC — AB est égale à la différence AE — AF , ce qui donne 
BC=EF; mais à cause des parallèles IG = BC, et DG=EF, donc 
HIGD est égal au quarré fait sur BC. Ces deux parties étant retran-/ 
chées du quarré total , il reste les deux rectangles BCGI , EFIH , qui 
ont chacun pour mesure AB X BC ; donc le quarré fait sur AC, etc. 

Scholie» Cette proposition revient à celle qu'on démontre en al- 
gèbre pour la formation du quarré d'un binôme, et qui est ainsi 
exprimée : 
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Si ht UgnekC^êi là différence deêdêUM Ugnes AA^BC, le fHarré fûif 
mr AC cotêHendra te qmrré de AB, flm le qfmH de BC, moin$ 
demm feie le rectangle fait enr AB et BG; eeet-^^ire q»on outra 

ÂC*©» (AB— BC)''œS^+BC^— aABXBC,/:i07. 

Construisez le quarré ABIF, prenez A£ = AC , menez C6 parallèle 
à B^ HK parallèle à AB, et achevez le quarré EFLK. 

Les deux rectangles CBIG, GLKB, ont chacun pour mesure ABXBC: 
si «m les retranche de la figure entière ABILKEA, qui a pour 

Taileur Ai-^" ^) ^' ^si diâr qn'it restera krquarré ACDË, donc, etc. 
Stkoiié. CSette proposîiHMi rcTient à la formule d'algM>re 
(a— 5)» =«» + **— Sa*. 

PHOfOBiTHMf X. 

le rectangle fuit eur la eemme'etla différence de deUrligms, eet égal 
à h différence de$ quaftée de ee$ lignée : amei en a (AB 4- BC) X 

(AB--BC)= ÂB — BCÎy. loa. 

GoBStruisez sur AB et AC les quarrés ABIF, ACDE; proIonj;ez AB 
d'une quantité BK=BC, et achevez le rectangle AELE. 

la b«M AK du rectangle est la somme des deux lignes AB, fiC, m 
h&nteur Aleiil ladi£Eéreace de ces mêmes lignes ; donc le rectangle 
AKLEsBî(AB-|-BC)X (AB—- BQ. Haisce même rectangle estcom- 
peaà des deux parties ABHE-f-BHLK ; et la partie BHLK est égale 
au rectangle EDGF, car BHsDE et BK=EF; dotic AKL£=ABHE 
4-EDGF.Or, ces deux parties formentlequârréABIF moinslequarré 
BBIG, qui est te quarré ftiit sur BG; donc enfin (AB4«BC) X 

{AB-.BC)=1S*— BC* 
Scholie. Cette proposition revient à la formule d'algèbre 

(a+6)(«— fc)=sa»-5* 
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PROPOSITION XI. 

Le quatre fait 9ur Vhypoiénuêê d'un iriaugh rectangle est égal à la 
somme de$ quarrés faite ear le$ deux outrée eèiée , f. 109. 

Soit ABC un triangle rectangle en A : ayant formé des quarrés 
sur les trois côtés, abais&ez de l'angle droit sur l'hypoténuse la per- 
pendiculaire AD que tous prolongerez jusqu'en E; tirez ensuite les 
diagonales AF, GH. 

L'angle ABF est composé de l'angle ABC plus l'angle droit CBF r 
Tangle CBH est composé du même angle ABC plus Tangle droit ABH; 
donc l'angle ABF=:HBG. Mais ABrsBH comme côtés d'un même 
quarré, et BFsBC par la même raison; donc les triangles ABF , 
HBC, ont un angle égal compris entre côtés égaux; donc ils sont 
égaux (6,1). 

Le triangle ABF est la moitié du rectangle BDEF ( on pour abré- 
ger BE) qui a m^me base BF et même hauteur BD (pr. 2). Le trian- 
gle HBG est pareillement moitié du quarré AH ; car l'angle BAC 
étant droit ainsi que BAL, AG et AL ne font qu'une même ligne droite 
parallèle à HB; donc le triangle HBG ei le quarré AH, qui ont la base 
commune SH, ont aussi la hauteur commune AB ; donc le triangle 
est la moitié du quarré. 

On a déjà prouvé que le triangle ABF est égal au triangle HBG; 
donc le rectangle BDEF, double du triangle ABF, est équivalent au 
quarré AH, double du triangle HBG. On démontrera de même que 
le rectangle GDEGr est équivalent au quarré AI; mai&les deux rec- 
tangles BDEF , CDEG, pris ensemble, font le quarré BGGF ; donc le 
quarré BGGF, fait sur Thypoténuse, est égal à la somme des quar- 
rés ABHL, AGIK , faits sur les deux autres côtés ; ou, en d'autres 

termes , BC^^cs AB -fÂC. 

. Corollaire I. Donc le quarré d'un des côtés de l'angle droit est 

égal au quarré de l'hypoténuse moins le quarré de l'autre côté, ce 

— » —-a — a 
qu'on exprime ain^i : AB = BG — AG. 

Corollaire, II. Soit ABGD un quarré, AG sa diagonale; le triangle 

— 3 — a - — a » --~a/ 
ABG étant rectangle et isoscèle, on aura AG = AB -|- BG = 2AB ; 

donc le quarré fait sur la diagonale AG est double du quarré fait sur le 

côté AB,f. US. 

On peut rendre sensible cette propriété en menant par les points 

A et G des parallèles à BD, etpar les points B et D des parallèles à AG: 
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on formera ainsi un nouveau quarré £FGH qui sera le quarrédeAG. 
Or, on voit qae EFGH contient huit triang^les é^aux à AB£, et que 
ABCD en contient quatre; doue le quarré EFGH est double de ABCD. 

3 3 

Puisque AC: AB :: 2: 1, ona, en extrayant la racine quarrée, 
A G : AB :: p/^2 : 1 ; donc la diagonale d'un quarré est incommensu- 
rable avec son côté. 

C'est ce qu'on développera davantage dans une autre occasion. 

Cor. III. On a démontré, /*. 109, que le quarré AH estéquivalent au 
rectangle BDEF; or, à cause de la hauteur commune BF, le quarré 
BCGF est au rectangle BDEF comme la base BC est à la base BD; donc, 

"BC:Ïb1:BC':BD. 
Donc le quarré de Vhypothénuse est au quarré d'un des côtés de V angle 
droit comme Vhypothénuse est au segment adjacent à ce côté. On ap- 
pelle ici segment la partie de Thypothenuse déterminée par la per- 
pendiculaire abaissée de Fangle droit; ainsi BD est le segment 
adjacent au côté AB, et DC est le segment adjacent au côté AC. Ou 
aurait semblablement, 

"bC:ÂC::BC:GD. 

Corollaire IV. Les rectangles BDEF , DCGE , ayant aussi la même 

hauteur, sont entre eux comme leurs bases BD , CD. Or , ces rectau- 

— 3 — a 
gles sont équivalents aux quarrés AB , AC ; donc, 

ÂB^ÂC::BD:DG. 
Donc les quarrés des deux côtés de l'angle droit sont entre eux comme- 
les segments de Vhypothénuse adjacents à ces côtés. 

PROPOSITION XII. 

THÉORÈatE. 

Dans un triangle ABC, si V angle G est aigu, f. 1 10; /e quarré du côté 
opposé sera plus petit que la somme des quarrés des côtés quicompren- 
tient V angle C] et si Von abaisse AD perpendiculaire sur BC, la diffé- 
rence sera égale au double du rectangle BD X CD ; de sorte qu'on <mra, 

AB=ÂC''+BÎC'Î-2BC X CD. 
II y a deux cas. 1* Si la perpendiculaire tombe au-dedans du tri- 
angle ABC, on auraBD= BC — CD , et par conséquent (9) BD =:BC + 

2 2 

CD — 2BC X CD; ajoutant de partet d'autre AD, et observant que 
les triangles rectangles ABD, ADC, donnent AD -{-BD=ABet AD-|- 
DC = AC , on aura Âb''= BC^'+ÂC— 2 BC X CD. 



I 
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V Si la perpendiculaire AD tombe hors du triangle ABC , on aura 
BD = CD — BC , et par conséquent (9)¥d = CD ^^C — 2 CD X BC. 

3 

Ajoutant de part et d'autre AD , on en conclura de même , ' 
ÂB = BC^ÂC — 2 BC X CD. 

PROPOSITION xm. 

TH^OBÂnj»^ 

Dan$ un triangle ABC, f . 1 1 1 , si V angle C est obtus , le quatre du côté 

opposé AB sera plus grand que la somme des quarrés des côtés qui cotn- 

prennent V angle C, et si on abaisse kJS perpendiculaire sur BC, Im 

différence sera égale au double du rectangle BC X CD , c?0 sorte qu'on 

- aura, 

ÂB=ïc'*+W+2BC X CD. 
La perpendiculaire ne peut pas tomber au-dedans du triangle ; 
car si elle tombait , par exemple , en £ , le triangle ACE aurait à-la- 
fois l'angle droit £ et l'angle obtus C , ce qui est impossible ( 19, 1 ) ; 
donc elle tombe au-dehors, et on a BD = 6C -j-CD. De là il résulto 

{8)1bD = BC^+CD + ? BCX CD. Ajoutant départ et d'autre AD et 
faisant les réductions comme dans le théorème précédent, on ei^ 

conclura^W BC^-f ÂC^-f. 2 BC X CD. 

Scholie. Le triangle rectangle est le seul dans lequel la somme des. 
quarrés de deux côtés soit égale au quarré du troisième; car si 
l'angle compris par ces côtés est aigu , la somme de leurs quarrés 
sera plus grande que le quarré du côté opposé ; s'il est obtus, elle 
sera moindre. 

PROPOSITION XIV. 

THÉORÈME. 

Dans un triangle quelconque ABC, f . 1 12 , «t on mène du sommet au^ 

— a — 3 — 3 2 

milieu de la base la ligne A.'E^ je dis qu'on atira AB-|- AC=â A£ -f-^ B£* 

Abaissez la perpendiculaire AD sur la base BC , le triangle A£C 
donnera par le théorème xii , 

Âc1=5Âîf-f ÊC— 2 EC X EB. 
le triangle ABE donnera par le théorème xni , 

ÂB^=pÂÊ''-f £B V 2 EB X ED. 
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Oone , en ajoutant et observant que £B=£G , on aura , 

AÏ+AcL^ÂÊ'faÊBf 

Ùorollaire. Donc , dans tout parallélogramme , la somme des quarrés 
des côtés est égale à la somme des quarrés des diagonales. 

Car les diagonales AC, BD, se coupent mutuellement en deux par- 
lies égales au point E (31 , 1 ) ; ainsi le triangle ABC, f. 118, donne, 

âb''+bc=2Te+2be! 

Le triangle ADC donne paraillement , 

Âïf+DC=2ÂÈ^2M. 
Ajoutant membre à membre , en observant que B£=BE , on aura , 

Mais 4 AË^est le quarré de 2AE ou de AC ; 4DE est le quarré de 
BD ; donc la somme des quarrés des côtés est égale à la somme des 
quarrés des diagonales. 

PROPOSITION XV. 

THÉOBÊHB. 

La ligne DE , menée parallèlement à la hase d'un triangle ABC , di- 
vise les côtés AB , AC , proportionnellement ; de sorte qu'on a AD : DB 
::AE:EC,/-. 114. 

Joignez BE et DC ; les deux triangles BDE , DEC , ont même base 
DE ; ils ont aussi même hauteur, puisque les sommets B et C sont 
situés sur une parallèle à la base ; donc ces triangles sont équiva- 
lents (2). 

Les triangles ADE , BDE , dont Ip sommet commun est E , ont 
même hauteur et sont entre eux comme leurs bases AD, DB (6) ; 

ainsi on a , 

ADE-.BDE:: AD:DB. 
Les triangles ADE, DEC, dont le sommet commun est D, ont 
aussi même hauteur, et sont entre eux comme leurs bases AE, 

EC; donc, 

ADE:DEC:: AE:EC* 

Mais le triangle BDE=:DEC; donc, à cause du rapport oommurt 
dans ces deux proportions, on en conclura AD : DB :: AE : EC. 

Corollaire l. De là résulte cowjiowcnrfo AD -}- DB : AD :: AE -|- 
EC : AE, ou AB : AD :: AC : AE, et aussi AB : BD :: AC: CE. 

Corollaire II. Si entre deux droites AB , CD , on mène iant de paral- 
lèles qu'on voudra kC, EF, GH, BD, etc. , ces droites seront coupées 
proportionnellement, et on aura AE : CF : : EG : FH : : GB : HD, /•. 1 1 5. 
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Car soit le point de concours des droites AB^ CD ; dans le trian- 
gle 0£F, où la ligne AG est menée parallèlement à la base £F, on 
aura OE : AE ;: OF : CF , ou OE : OF :: AE : CF. Dans le triangle OGH, 
on aura serablableraent OE : EG : : OF : FH , ou OE : OF : : E G : F H ; 
donc à cause du rapport commun : OE : OF, ces deux proportions 
donnent AE : CF :: EG : FH. On démontrera delà même manière que 
EG : FH :: GB : HD , et ainsi de suite ; donc les lignes AB , CD , sont 
coupées proportionnellement par les parallèles EF, GH, etc. 

PROPOSITION XVI. 

THl^ORftME. 

Réciproquement, si les côtés AB, AC, f. 116, sont coupés proportion^ 
nellement par la ligne DE , en sorte qu'on atf AD : DB :: AE : EC , je 
dis que la ligne DE sera parallèle à la hase BC. 

Car si DE n'est pas parallèle à BC, supposons que DO en soit 
une ; alors , suivant le théorème précédent , on aura AD : BD :: AO : 
OC. Mais, par hypothèse, AD : DB :: AE : EC; donc on aurait AO : 
OC :: AE : EC ; proportion impossible , puisque d'une part l'antécé- 
dent AE est plus grand que AO, et que de l'autre le conséquent EC 
est plus petit que OC; donc la parallèle à BC menée par le point 
D ne peut différer de DE ; donc DE est cette parallèle. 

Scholie. La même conclusion aurait lieu si on supposait la pro- 
portion AB : AD:: AC : AE. Car cette proportion donnerai tAB — AD: - 
AD :: AC-^AE : AE, ou BD : AD :: CE : AE. 

PROPOSITION XVII. 

THiORtHE. 

La ligne AD, f. 1 17, qui divise en deux parties égales f angle BAC d'un 
triangle ', divisera la hase BC en deux segments BD, DC, proportionnels 
imx côtés adjacents AB , AC ; de sorte qy^on aura BD : DC : : AB : AC. 

Par le point C menez CE parallèle à AD jusqu'à la rencontre de BA 
prolongé. 

Dans le triangle BCE, la ligne AD est parallèle à la base CE ; ainsi 
on a la proportion ( 1Î5), 

BD:DC::AB:AE. 
Mais le triangle ACE est isoscèle; car, à cause des parallèles AD, 
CE, l'angle ACE=DAC, et l'angle AE<:;=BAD (24, 1) : or, par hy- 
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pothèse, DACsBAD; donc Fangle ACE=:AEC, et par suite AE= 
AG (ISy 1); substituant donc AG à la place de AE dans la propor- . 
tîon précédente , on aura , 

BD:BC::AB:AC. 

PROPOSITION XVIIL 

THÈOBÈMS. 

Deus triangles équiai^glea ont lea côtés homologues proportionnels 
et sont semblables, f. 119. 

Soient ABG, CBE, deux triangles qui ont les angles égaux cha- 
cun à chacun, savoir BAG=GBE, ABC = DGE, et ACB =DEC ; 
je dis que les côtés homologues ou adjacents aux angles égaux ^ 
seront proportionnels , de sorte qu'on aura BC : CE :: AB : GD :: 
AC:DE. 

Placez les côtés homologues BG , CE , dans la même direction , 
et prolongez les côtés BA , ED , jusqu'à ce qu'ils se rencontrent en F. 

Puisque BCE est une ligne droite, et que l'angle BCA=GED, il 
s'ensuit que AG est parallèle à DE (34, 1). Pareillement, puisque 
l'angle ABC=DCE, la ligne AB est parallèle à SC; donc la figure 
ACDF est un parallélogramme. 

Dans le triangle BFE la ligne AG est parallèle à la base FE , 
ainsi on a BG : CE :: BA : AF (15). A la place de AF mettant son 
é^ale CD , on aura , 

BC:CE::BA:GD. 

Dans le même triangle BFE , si on regarde BF comme la base , CD 
est une parallèle à cette base , et on a la proportion BG : CE : : FD : DE. 
A la place de FD mettant son égale AG , on aura , 
BG:CE::AG:DE. 

Enfin de ces deux proportions qui contiennent le même rapport , 
BG : CE , on peut conclure aussi , 

AG:DE::BA:GD. 

Donc les triangles équiangles BAC, CDE^ ont les côtés homolo* 
gués proportionnels : mais, suivant la définition II, deux figures 
sont semblables , lorsqu'elles ont à-la-fois les angles égaux chacun 
à chacun , et les côtés homologues proportionnels ; donc les trian- 
gles équiangles BAC , GDE , sont deux figures semblables. 

Corollaire, Pour que deux triangles soient semblables , il suffit 
qu'ils aient deux angles égaux chacun à chacun , car alors le troi* 
sième sera égal de part et d'autre, et les deux triangles seront 
équiangles. 

Scholie» Remarquez que, dans les triangles semblables , les côtés 

8. 
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homologues sont opposés à des angles égaux; ainsi Tangle A€B étant 
égal à D£C , le côté AB est homologue à DG ; de même AC et DE sont 
homologues comme étant opposés aux angles égaux ABC,])G£ : les 
côtés homologues étant reconnus, on forme aussitôt les proportions: 
AB:DC::AC:DE::BC:CE. 

PROPOSITION XIX. 

THÉORÊHB. 

Deux triangles qui ont les côtés homolçgues propariionnels , 9oni 
équiangïes ei semblables, (, l%0. 

Supposons qu'on ait BC : EF :: AB : DE :: AC : DP ; je dis que les 
.triangles ABC; DEF, auront les angles égaux, savoir, A=:D, B 
= E,C = F. 

Faites au point E l'angle FEG =2= B et au point F l'angle EFG = C , 
le troiûèmeCrsei^aégal au troisième A , et les deux triangles ABC , 
EF6 , seront éqùiangies ; donc on aura par le théorème précédent 
BC : EF : : AB : EG : mais ^ par hypothèse , BC : EF : : AB : DE ; donc EG 
se PB. On aura encore , par le même théorème , BC : EF : : AC : FG ; 
or on a , par hypothèse , BC : EF :: AC : DF, donc FG =DF; donc les 
triangles EGF, DEF, ont les trois cÀtés égaux chacun à chacun; 
.4anc.tl8 Kuit é^aux (11,1). Mais , par construction , le triangle EGF 
est équiangle au triangle ABC ; donc aussi les triangles DEF, ABC, 
sont équiangles et semblables. 

Seholie I. Ou voit par ces deux dernières propositions , que , dans 
les t^iahgles, Pégaliié des angles est une suite de la proportionnalité 
des côtés , et réciproquement \ de sorte qu'une de ces conditions 
suffit pour assurer la similitude des triangles. Il n'en est pas de 
n^ine dans les. figtires de plus de trois côtés ; oaî', dès qu'il s'agit 
seulement des quadrilatères, on peut^ sans ehan^r Ids âligles; al- 
térer la proportion des côtés, 4>u, sans altérer les côtés , changer les 
AUgl^s ; ainsi la proportionnalité des côtés ne peut être une suite de 
l'égalité des angles, ni ttiee^vêrsd^ On. voit , pai^ exemple , f. ISl , 
qu'en menant £f parallèle à BG, les angles du quadrilatère AEFÏ> 
sqnt lôgaïki^ À deux du quadrilatère ABCD \ mais la proportion des cô^ 
tés est diffé.relikte : de même , sans changer les quatre côtés AB , BG , 
CD , AiP , on peut rapprocher ou éloigner le point B dû point D, ce 
qui altérera les angles. 

. Seholie II. Les deux propositions précédentes qui n'en font pro- 
prement qu'une , jointes à celle du quarréde l'hypoténuse, sont les 
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propositions les plus importaintes et lès plus fécondes de la géomé- 
trie ; elles suffisent presque seules à toutes les applications et à la ré- 
solution de tous les problèmes : la raison en est que toutes les figures. 
peuvent se partager en triangles , et un triangle quelcon(|ue en deux 
triai^les rectangles. Ainsi les propriétés générales des triangles ren- 
ferment implicitement celles de toutes les figures. 

PROiPOSITIONXX. 

THÉOB^ME. 

Deux triangles qui ont un angle égal compris entre côtés proportion' 
nels , sont semblables , f . 1 22 . 

Soit l'angle A sD, et supposons qu'on a A6 : DE :: AC : BF; je. 
dis que le triangle ABC est semblable à D£F. 

Prenez AG=d)£ et menez GH parallèle à BG, l'angle AGH sera égal 
à l'angle ABC (24, 1 ) ; et le triangle AGH sera équiangle au triangle 
ABG; on aura donc AB : AG :: AG^ AH : mais , par hypothèse, AB : 
DE::AC: DF, et par construction AG = B£;donc AH=DF. Les 
deux triangles AGH , D£F , ont donc un angle égal compris entre cô- 
tés égaux ; donc ils sont égaux. Or le triangle AGH est semblable à 
ABC$ donc DEF est aussi semblable à ABC. 

PROPOSITION XXI. 

Den» ifiangles qui ont les côtés homologués parallèles, où qui les ont 
perpendiculaires ohacmi à chacun , sont sembMleê. 

Car, V si le côté AB est parallèle à DE , et BCà EF , l'angle ABC 
sera égal à DEF (2 7, 1 ) ; si de plus AC est parallèle à DF , J'angle AGB 
sera égal à DFE, et aussi BAC à EDF : donc les triangles ABC , DEF , 
sontéquiangles; donc iliTsont semblables, /. 12S. 

2» Soit le côté DE perpendiculaire à AB , et le côté DF à AC, /*. 124 ; 
dans le quadrilatère AIDH les deux angles I et H seront droits ; les 
quatre angles valent ensemble quatre angles droits (20, 1 ) ; donc les 
deux restants lAH, IDH, valent deux angles droits. Mais les deux 
angles JIDF, IDH, valent aussi deux angles droits; donc l'angle 
EDF est égal à lAH ou BAC : pareillement si le troisième côté EF est 
perpendiculaire au troisième BC, on démontrera que l'angle DFE 
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=:C, etDEF=B ; donc les deux triangles ABC, BEF, qui ont les côtés 
perpendiculaires chacun à chacun , sont équiangles et semblables. 

Scholie. Bans le cas des côtés parallèles, les côtés homologues sont 
les côtés parallèles , et , dans celui des côtés perpendiculaires , ce 
sont les côtés perpendiculaires. Ainsi y dans ce dernier cas, B£ est 
homologue à AB , DF à AG , et £F à BC. 

Le cas des côtés perpendiculaires pourrait offrir une situation re- 
lative des deux triangles , différente de celle qui est supposée dans 
la fig. 124 ; mais l'égalité des angles respectifs se démontrerait tou- 
jours , par des quadrilataires tels que AIBH , dont deux angles sont 
droits , soit par la comparaison de deux triangles qui , avec des an- 
gles opposés au sommet, auraient chacun un angle droit : d'ailleurs, 
on pourrait toujours supposer qu'on a construit au-dedans du tri- 
angle ABC un triangle BEF, dont les côtés seraient parallèles à ceux 
du triangle comparé àABG, et alors la démonstration rentrerait dans 
le cas de la fig. 1S4. 

PROPOSITION XXII. 

TBÉOftftlS« 

Les lignes AF , AC, etc. , menées comme on voudra par le sommet 
d'un triangle, divisent proportionnellement la base BC et sa parais 
lèleJfE, de sorte qu'on am : BF :: IK : FG :: KL : GH, etc, f. 125. 

Car, puisque BI est parallèle à BF, le triangle ABI est équian- 
gle à ABF, et on a la proportion BI : BF :: AI : AF; de même IK 
étant parallèle à FG, on a AI : AF :: IK : FG ; donc, à cause du 
rapport commun AI : AF, on aura BI : BF :: IK : FG. On trouvera 
semblablement IK : FG : : KL : GH , etc. ; donc la ligne B£ est divisée 
aux points I, K , L, comme la base BC Test aux points F , G , Hi. 

Corollaire. Bonc, si BC était divisée en parties égales aux points 
F, G, H, la parallèle BE serait divisée de même en parties égales 
aux points I , K , L. 

PROPOSITION XXIIL 

THÊORÊIE. 

Si de r angle droit A d'un triangle rectangle on abaisse la perpendi- 
culaire AB sur l'hypoténuse, f. 126; 

1* Les deux triangles partiels ABB, ABC, seront semblables entre 
eux et au triangle total ABC ; 
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â*" Chaque cAté ABouAC tara moyen proportionnel entre Vhypoihé- 
nuse BC et le segment adjacent BD ou DG ; 

8* La perpendiculaire AB êera moyenne proportiatmelle entre ks 
deux eegmentê BD, DC. 

Car , !• le triangle BAD et le triangle BAC ont Tangle commun B ; 
de plrii l'angle droit BDA est égal à l'angle droit BAC ; donc le troi- 
sième angle BAD de l'un est égal au troisième C de l'autre ; donc ces 
deux triangles sont équiangles et semblables. On démontrera de 
même que le triangle DAC est semblable au triangle BAC ; donc les 
trois triangles sont équiangles et semblables entre eux, 

2» Puisque le triangle BAD est semblable au triangle BAC , leurs 
côtés homologues sont proportionnels. Or, le côté BD dans le pe- 
tit triangle est homologue à BA dans le grand , parce qu'ils sont op- 
posés à des angles égaux, BAB, BCA ; l'hypoténuse BA du petit est 
homologue à l'hypoténuse BC du grand ; donc on peut former la 
proportion BB : JA :: BA : BC. On aurait de la même manière BC : 
AC:: AC : BC; donc % chacun des côtés AB, AC , est moyen pro- 
portionnel entre l'hypoténuse et le segment adjacent à ce côté. 

â» Enfin, la similitude des triangles ABB, ABC, donne en com- 
parant les côtés homologues, BB : AB :: AB : BC; donc, S. la per- 
pendiculaire AB est moyenne proportionnelle entre les segments 
BD, BC de l'hypoténuse. 

Sckolie. La proportion BB:AB::AB:BC donne, en égalant le 

3 

produit des extrêmes à celui des moyens, AB=:BBXBC. On a 

de raêmeTc=:BCXBC, donc"ÂB-fÂC=BB X BC-fBC X BC ; le se- 
cond membre est la même chose que ( BB-|*BC ) X BC, et il se réduit 

à BC X BC ouBC ^donc on a^^4- ÂC== BC t donc le quarré fait l'hy- 
poténuse BC est égal à la somme des quarrés faits sur les deux autres 
côtés AB , AC. Nous retombons ainsi sur la proposition du quarré 
de l'hypoténuse par une voie très-différente de celle que nous avions 
suivie; d'où l'on voit qu'à proprement parler, la proposition du 
quarré de l'hypoténuse est une suite de la proportionnalité des 
côtés dans les triangles équiangles. Ainsi les propositions fonda- 
mentales de la géométrie se réduisent , pour ainsi dire, à celle-ci 
seule, que les triangles équiangles ont leurs côtés homologues pro- 
portionnels. 

Il arrive souvent , comme on vient d'en voir un exemple , qu'en 
tirant des conséquences d'une ou de plusieurs propositions, on re- 
tombe sur des propositions déjà démontrées. En général , ce qui 
caractérise particulièrement les théorèmes de géométrie, et ce qui 
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est «ne épreuve invincible de leur certitude, c'est qu'en les com- 
binant ensemble d'une manière quelconque , pourvu qu'Ion ' rai- 
sonne juste, on tombe toujours sur des résultats eicacts. Il n*en 
serait pas de même si quelque proposition était fausse, ou n'était 
vraie qu'à-peu-près ; il arriverait souvent que, par la combiiiai- 
son des propositions entre elles, Terreur s'accroîtrait et deviendrait 
sensible. C'est ce dont on voit des exemples dans tontes les démon- 
strations où nous nous servons de U réduction à V absurde. Ces dé- 
monstrations, où Ton a pour but de prouver que deux quantités 
sont égales, consiste à faire voir que, s'il y avait entre elles la luoin- 
dre inégalité^ ou serait conduit par la suite 4es raisonnement» à 
une absurdité manifeste et palpable ; d'où l'on est obligé de conclure, 
que ces deux quantités sont égales. 

Corollaire, Si d'un point A de la circonférence, /'.127, on mène les 
deux cordes AB, AC , aux extrémités du diamètre BC , le triangle BAC 
sera rectangle en A (18, â)^ donc, Vlaperpendicuhire AD est moyenne 
proportionnelle entre les deuw segments BD, DC, du diamètre^ ou, ce 
qui revient ûu même , le quarré"ÂD est égal au rectangle BB X BC. 

2* La corde AB estmoyen/ne proportionnelle entre le diamètre BCet le 
segment adjacent BB^u , fce qui revient au même , AB=BB X BC. 
On a sembïablement AC=CB XBC ; doncÂlf: Âcl: BB : BC ; et si on 
compare AB à BC , on aura Ab': BC :; BB : BC ; on aurait de mêmeTc 
: BC ::1)C : BC. Ces rapports des quarrés des côtés, soit entre eux, 
soit avec le quarré de l'hypoténuse, ont été déjà donnés dans les 
corol. in etiv de I9 prop. xi. 

< PHOPOSITION XXIV. 

TBÉOHittE. 

peux triangles qni ont un angle égal sont entre eux cimm^tea re4s- 
tangles des côtés qui comprennent l'angle égal. Ainsi le triangle ABC 
est au tnangle ABE comme le rectangle AB X AC est au reêtaHgleAD X 
A£, j^, 128. 

Tirez BE ; les deux triangles ABE , ABE , dont le sommet commun 
est E, ont même hauteur , et sont entre eux comme leurs bases AB % 
AB (6) 5 donc, * 

ABE:ABE::AB:AB. 
On a de même, 

ABC:ABE:îAC:AE. 
Multipliant ces deux proportions par ordre, et omettant le comJn^^ 
terme ABE , on aura , 

ABC:ABE::ABXAC:ABXAE. 
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CoroUaire. Donc les deux triangles serikient équivalente, si le rec- 
tangle AB X AC était égal au rects^ngle AD X AE , ou si on arait AB : 
AD :{ A£ : AC, ce qui aurait lieu si la ligne DC était parallèle à BE. 

PROPOSITION XXV. 

Tfftoaftvti. 

Deus triangles semblabhê sont entre eu» comme les quarrés des 
câtés homploffU0s, f. 122. 

^Soit l^angle A r= D et l'angle B = E ; d'abord à cause des angles 
égaux A et D , on aura , par la proposition précédente , 

ABC : DEF : : AB X AC : DE X DF. 
On à d'ailletirs , à cause de la similitude des triangles , 

AB:DEî:AC:DF, 
Et si oii âiultiplie Cette proportion terme à terme par la proportion 
identique. 

AC:DF::AC:DF, 
il eii résultera , , 

AB X AC : DE X DF iiTcrDY. 
Donc, 

ABC:DEF::TC:Df! 
Donc deux triangles semblables ABC, DEF, sont entre eux comme 
les quarrés des côtés homologues AC , DF, ou comme les quarrés de 
deux autres côtés homologues quel(?bnques. 

PROPOSITION XXVI. 

TBÈOÊLÛmZ. 

. Deuis fmkffones eemblMes sont composés d'un même nombre de tri- 
ungies'03mblableB€httcuud chacun et sembiablement disposés, f. 129. 

Dans le polygone ABCDE, menez d'un même angle A les diago- 
nales ÀC , ÀD aux autres angles. Dans 1* autre polygone FGHIK , me- 
nât semblablement de l'angle F homologue à A, les diagonales FH, 
FI aux autres angles. 

Puisque les polygones sonrt semblables, l'angle ABC est égal à son 
homologue FGH (déf. 2) , et de plus les côtés AB, BC, sont propor- 
tionnels aux côtés FG, GBj de sorte qu'on a AB : FG :: BC : GH. Il suit 
d^-làque les triangles ABC, FGH, ont un angle égal compris entre 
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eôtésprpportionneh;donc ils sont semblables (SO); donc l'angle 
BGA est égal à GHF. Ces angles égaux étant retranchés des angles 
égaux BGD , GHI , les restes ACD , FHI seront égaux : mais puisque 
les triangles ABC, FGH sont semblables, on a AC : FH ::BC:GH; 
d'ailleurs, à cause de la similitude des polygones (déf. 2), BG : GH 
:: GD : HI ; donc AG : FH :: CD : HI : mais on a déjà vu que Tangle ACD 
= FHI ; donc les triangles ACD , FHI , ont un angle égal compris ea- 
tre côtés proportionnels, donc ils sont semblables. On continuerait 
de même à démontrer la similitude des triangles suivants , quel que 
fut le nombre des côtés des polygones proposés ; donc deux poly- 
gones semblables sont composés d'un même nombre de triangles 
semblables et semblablement disposés. 

Scholie, La proposition inverse est également vraie : 8% deux po- 
lygones sont composés d'un même nombre de triangles semblables et 
semblablement disposés , ces deus polygones seront semblables. 

Car la similitude des triangles respectifs donnera l!angle ABC= 
FGH , BGA= GHF , ACD = FHI ; donc BGD= GHI , de même GDE = 
HIK, etc. De plus, on aura AB : FG :: BC : GH :: AG:'FH :: CD : 
HI , etc. ; donc les deux polygones ont les angles égaux et les côtés 
proportionnels ; donc ils sont semblables. 

PROPOSITION XXVII. 

THÉORâHE. 

Les contours ou périmètres des polygones semblables, sont comme les 
côtés homologues, et leurs surfaces sont comme lers quarrés de tee 
mêmes côtés ^ f. 1^9. 

Car, !• puisqu'on a , par la nature des figures semblables, AB : 
FG :: BC : GH :; GD : HI, etc. , on peut conclure de cette suite de rap- 
ports égaux : la somme des antécédents AB -|- BC-j- CD, etc. , péri- 
mètre de la première figure, est à la somme des conséquents FG -j- 
GH-f-HI, etc. ) périmètre de la seconde figure, comme un antécédent 
est à son conséquent , ou comme le côté AB est à son bomolgue FG. 

% Puisque les triangles ABC, FGH sont semblables, on a (25) ABC: 
— a — a 
FGH : : AG : FH ; de même les triangles semblables ACD , FHI, donnent 

— 3 — 2 — 3 — a 

ACD : FHI : : AC : FH ; donc, à cause du rapport commun AG : FH, on a, 

ABC: FGH:: ACD: FHI. 
Par un raisonnement semblable on trouverait, 

ACD:FHI:: ADE:FIK; 
et ainsi de suite , s'ils y avait un plus grand nombre de triangles. De 
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Cette snlts de rapports égaiii .on conclura : la somme desantècé* 
dents ÂBG-)*ÂCB-f- ABE , ou le polygone ABGDE, est à la somme 
deseonséqnentsFGH-f-FHI-f-FIK, on an polygone FGHIK, comme 

un antécédent ABC est à son conséquent F6H, ou comme AB est à FG* 
Jonc les surfaces des polygones semblables sont entre elles comme 
les quarrés des côtés homologues. 

Corollaire, Si on construit trois figures sefhblables dont les côté» 
homologues soient égaux aux trois côtés d'un triangle rectangle, la 
figure faite sur le grand côté sera égale à là somme des deux autres : 
car CCS trois figures sont proportionnelles aux quarrés de leurs cô- 
tés homologues; or, le quarré de Thypoténuse est ^al à la «o^nme 
des quarrés des deux autres côtés ; donc , etc. 

PROTOSITIOrî XXVIIL 

tBÉOilftKB. 

Leê parties de deux cordée AB, GB, quiee coupent dansun cercle, 
eont réciproquement proportionnellee, c'est-à-dire quon a AO : BO : : 
€0:OB,/.iaa. 

Joignez AC et BB : dans les triangles AGO, BOB, les angles en sont 
égaux comme opposés au sommet; Fangle A est égal à Tangle B, 
parce qu'ils sont inscrits dans le même segment (18,2); par la même 
raison l'angle G = B; donc oes triangles sont semblables, et lès 
côtés homologues donnent la proportion AO : ï)0 : : GO : OB. 

CoroUaire. On tire de là AO X OB =B0 X CO : donc le reetongle 
des deux parties de l'une des cordes est égal au rectangle des deux 
parties de l'autre. 

PROPOSITION XXIX. 

THtORtME. 

Si ^un même point Oy pris hors du cercle, on mène les sécantes OBj 
OC, terminées à l'arc concave BC^ les sécantes entières ser&nt récipro- 
quement proportionnelles êklewrs parties estérieures^ g' est-à-dire qu'an 
aura OB : OC : : OB : OA, f. ISl. % 

Car, en joignant AC, BB, les triangles OAC, OBB, ont l'angle 
commun; de plus l'angle B=C (18,2); donc ces triangles sont 
fîcmblables ; et les côtés homologues donnent la proportion, 
OB i OC : : OB : OA. 
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Corollaire. Donc le rectangle OA X OB, est égal au rectangle OC 
XOD. 

Scholie. On peut remarquer que cette proposition a beaucoup 
d'analogîeavee la précédente, et qu'elle n'en digère qu'en ce que 
les deux cordes AB, CD, au lieu de se couper dans le cercle, se 
coupent au-dehors. La proposition suivante peut encore être re- 
gardée comme un cas particulier de celle-ci. 

PROPOSITION XXX. 

TH&OKÊBIB. 

Si d^un même point pria hors du cercle on mène une tangenteOX 

et une sécante OC, la tangente sera moyenne proportionnelle entre la 

sécante et éa partie extérieure; de sorte qu'on aura OC: OA :: OA : OD ; 

— a 
oUf ce qui revient au même , OA=OCXOD, f. 182. 

Car, eu joignant AD et AC, les triangles OAD, OAC,ont l'angle 
commun ; de plus l'angle OAD , formé par une tangente et une 
corde (19, â), a pour mesure la moitié de l'arc AD, et l'angle C a 
la même mesure; donc l'angle OAD=C; donc les deux triangles 
sont semblables , et on a la même proportion , 
OC:OA::OA:OD, . 

qui donne ^A= OC X OD. 

PROPOSITION XXXI. 

THÊORÊHB. ' 

Dans un triangle ABC, si on divise l'angle A en deux parties égales 
par la ligne AD, le rectangle des cotés AB, AC, sera égal au rectangle 
des segments BD, DC, plus au quarré de la sécante AD, /. lâ^. 

Faites passer une circonférence par les trois points A, B, C, pro- 
longez AD jusqu'à la circonférence, et joignez CE. 

Le triangle BAD est semblable au triangle EAC; car, par hypo- 
tbèse , rangle BAD=ËAC; de plus l'angle B=E, puisqu'ils ont 
tous deux pour mesure la moitié de l'arc AC ; donc ces triangles 
sont semblables, et les côtés bomologaes donnent la proporlion 
BA : AE : : AD : AC : de-là résulte BA X AC = AE X AD ; mais AE= 
AD -p DE , et en multipliant de part et d'autre par AD, on a AE X 

AD =AD+ AD X DE; d'ailleurs ADXDE = BD X DC (28), donc 
eulin / \ /7 

BA X AC=:ÂD+BD X DC. 
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PROPOSITION XXXII. 

TO&OBÈVB. 

Danê tout triangle ABC, le rectangle des deux côtés AB, AC, est 
égal au rectangle compris parle diamètre CE du cercle circonscrit et 
la perpendiculaire KD abaissée sur le troisième cdtéBC, f: 134. 

Car,' en joignant AÊ , les triangles ABD, AEC , sont rectangles , 
Tun en D , l'autre en A ; de plus l'angle B = E ; donc ces triangles 
sont semblables, et ils donnent la proportion AB : CE :: AD : AC; 
d'où résulte AB X AC =: CE X AD. 

Corollaire, Si on multiplie ces quantités égales par la même 
quantité BC , on aura AB X AC X BC = CE X AD X CB. Or , AD X 
BCest le double de la surface du irisingle {Q)l donc le produit des trois 
côtés d'un triangle est égal à sa surface multipliée par le double du dia- 
mètre du cercle circonscrit. 

Le produit de trois lignes s'appelle quelquefois un solide^ par une 
raison qu'on verra ci-après. Sa valeur se conçoit aisément, en ima- 
ginant que les lignes sont réduites en nombres , et multipliant les 
nombres dont il s'agit. 

Scholie. On peut démontrer aussi que la surface d'un triangle est 
égale à son périmètre multiplié par la moitié du rayon du cercle inscrit. 

Car les triangles AOB , BOC, AOC , qui ont leur sommet commun 
en , ont pour bauteur commune le rayon du cercle inscrit ; 
donc la somme de ces triangles sera égale à la somme des bases AB, 
BC, AC, multipliée par la moitié du rayon OD ; donc la surface du 
triangle ABC est égale à son périmètre multiplié par la moitié du 
rayon du cercle inscrit, f. 87. 

PROPOSITION XXXIII. 

THiORftHB. 

Dans tout quadrilatère tn^crti ABCD, f. 1S5, le rectangle des deux 
diagonales AC, BD, est égal à la somme des rectangles, des côtés, oppo- 
sés , de sorte q^'on^a 

AC X BD= AB X CD +AD X BC. 

Prenez l'arc C0= AD, et tirez BO qui rencontres la diagonale 
ACenl. 

L*angle ABD = CBI puisque l'un a pour mesure la moitiés de AD , 
et l'autre la moitié de COégal à AD; L'angle ADBss^BGI, parce 
qu'ils sont inscrits dans le même segment AOB; donc le triangle ABD 
est semblable au triangle IBC , et on a, la proportion AD : CI :: BD : 
BC; d'où résulte AD X BC==:CI X BD. Je dis maintenant que le 
triangle ABI est semblable au triangle BDC; car l'arc AD étant égal 
à CO, si on ajoute de ipart et d'autre OD, onaura Farc AOrrrDC; donc 
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l'angle ABI=DBC; de plus Tangle BAIsBDC, parce qu'ils sont 
inscrits dans le même segment; donc les triangles ABI, DBG, sont 
semblables, et les côtés homologues donnent la proportion AB : BD :: 
AI : CD; d*où résulte AB X CD = AI X BD. 

Ajoutant les deux résultats trouvés , et observant que AI X BD-4- 
CI X BD=5{AI+CI) XBD==:; AC X BD/on aura AD X BC + AB 
XCD = ACXBD. 

Scholie. On peut démontrer de la même manière un autre théo- 
rème sur le quadrilatère inscrit. 

Le triangle ABD semblable à BIC , donne la proportion BD : BC:: 
AB : BI , d'où résulte BI X BD = BC X AB. Si on joint CO, le trian- 
gle ICO , semblable à ABI , sera semblable à BDC , et don^nera la pro- 
portion BD : CO :: DC : 01; d'où résulte 01 X BD = CO X DC, ou, 
a cause de CO ;s=; AD, 01 X BD = AD X BC. Ajoutant les deux ré- 
sultats , et observant que BI X BD + 01 X BD se réduit à BO X BDt, 
on aura, 

BOXBD=;=:ABxBC-f-ADXDC. 

Si on eut pris BP =; AD , et qu'on eût tiré CKP , on aurait trouvé 
par des raisonnements semblables , 

CP X CA =AB X AD + BC X CD. 

Mais l'arc BP étant égal à CO , si on ajoute de part et d'autre BC, 
on aura l'arc CBP == BCO ; donc la corde CP est égale à la corde BO, 
et par conséquent les rectangles BO X BD et CP X CA sont entre eux 
comme BDest àCA; donc, 

BD : CA s: AB X BQ + AD X BC : AD X AB-f. BC X CD. 

Donc les deugn diagonales d'un quadrilatère inscrit sont entre elles 
comme les sommes des rectangles des côtés qui aboutissent à leurs extré' 
mités. 

Ces deux théorèmes peuvent servir à trouver les diagonales quand 
on connaît les côtés. 

PBOPOSITION XXXIY^ 

THÉORÈHE. 

Soit P un point donné aurdedans du cercle sur le rayon AC , et soit 
pris un point Q au-dekors sur le prolongement du même rayon, de sorte 
qu'on ait CP : CA :: CA : CQ ; si d'un point quelconque M delà circon- 
férence on mène aux deux points P c^Q les droites MP , MQ , le dis que 
ces droites seront partout dans un même rapport, et qu'on aura MP : 
MQ::AP: AQ,/-. 186. 

Car on a, par hypothèse, CP: CA:: CA : CQ; mettant CM à la place 
de CA , on aura CP : CM :: CM : CQ ; donc les triangles CPM , CQM , ont 
un angle égal C compris entre côtés proportionnels; donc ils sont 
semblables (20, 8 ) ; donc le troisième côté MP est au troisième MQ 
comme CPest à CM ou C A. Mais la proportion CP : CA : : CA : CQ donne, 
dividende, CP : CA:: CA— CP : CQ — CA, ouCP : CA :: AP : AQ, donc 
MP!MQ::AP:AQ. 
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ProUémeê relatifs au Livre III é 

PROBLÊHB PREMIEB. 

Diviser une ligne droite donnée en tant départies égales qu'on vou- 
dra y ou en parties proportionnelles à des lignes données. 

l*Soit proposé de diviser la ligne AB en cinq parties égales,/*. 187; 
par l'extrémité A on mènera la droite indéfinie AG , et prenant AG 
d'une grandeur quelconque , on portera AG cinq fois sur AG. On 
joindra le dernier*point de division G et l'extrémité B par la ligne 
GB puis on mènera GI parallèle à GB ; je dis que AI sera la cin- 
quième partie de la ligne AB , et qu'ainsi en portant AI cinq fois 
sur AB , la ligne AB sera divisée en cinq parties égales. 

Gar , puisque GI est parallèle à GB , les côtés AG, AB, sont cou- 
pés proportionnellement en G et I (15). Mais AG est la cinquième 
partie de AG ; donc AI est la cinquième partie de AB. 

â"" Soit proposé de diviser la ligne AB en parties proportionnelles 
aux lignes données P , Q , R , /*• 1S8. Par l'extrémité A on tirera l'in- 
définie AQ , on prendra AG:=P, GD=Q, D£=:;R, enjoindra les ex- 
trémités E et B , et par les points G , D , on mènera GI , DK , parallèles 
à £B ; je dis que la ligne AB sera divisée en parties AI , IK , KB , pro- 
portionnelles aux lignes données P, Q, R. 

Gar , à cause des parallèles GI , DK , EB , les parties AI , IK , KB^ 
sont proportionnelles aux parties AG , GD , DE ( 15 ) ; et par construc- 
tion celles-ci sont égales aux lignes données P , Q , B. 

pkobUve h. 

Trouver une quatrième proportionnelle d trois lignes, données 
A 9 B, G. 

Tirez les deux lignes indéfinies DE, DF, sous un angle quelcon- 
que, f. Iâ9. Sur DE prenez DA=:A et DB=B, sur DF prenez DG= 
G , joignez AG , et par le point B menez BX parallèle à AG; je dis que 
DX sera la quatrième proportionnelle demandée : car puisque BX 
est parallèle à AG , on a la proportion DA : DB :: DG : DX ; or , les 
trois premiers, termes de cette proportion sont égaux aux trois 
lignes données ; donc DX est la quatrième proportionnelle deman- 
dée. ' 

Corollaire. On trouvera de même une troisième proportionnelle 
aux deux lignes données A , B , car elle sera la même que la qua- 
trième proportionnelle aux trois lignes A, B , G. 
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probUhb ni. 

Trouver une moyenne proportionnelle entre deux lignes donnée» A 
•^B,/-. 140. 

Sur la ligue indéfinie DF prenez DE ==: A , et EF=B : «ur la 
li|^e totale DF comme diamètre, décrivez la demi-circonfôrence 
DGF ; au point E élevez sur le diamètre la perpendiculaire EG , qui 
rencontre la circonférence en G; je dis que EG sera la moyenne 
proportionnelle cherchée. 

Caria perpendiculaire GE , abaissée d'un point de la circonfé- 
rence sur le diamètre, est moyenne proportionnelle entre les deux 
segments du diamètre DE, EF(23): or, ces segments sont égaux 
aux lignes données A et B. 

PBOBLÈHB IV. 

Diviser la ligne donnée AB en deux parties^ de manière que la plue 
grande soit moyenne proportionnelle entre la ligne entière et Vautre 
partie, f. 141. 

A l'extrémité B de la ligne AB élevez la perpendiculaire BC é^ale 
à la moitié de AB ; du point C comme centre , et du rayon CB dé- 
crivez une circonférence , tirez AC , qui coupera la circonférence 
en D, et prenez AF=:AD; je dis que la ligne AB sera divisée au 
point F de la manière demandée , c'est-à-dire qu'on aura AB : AF : : 
AF.FB. 

Car AB étant perpendiculaire à Textrémité du rayon CB , est une 
tangente; et si on prolonge AC jusqu'à ce qu'elle rencontre de nou- 
veau la circonférence en E , on aura ( 50 ) AE : AB : : AB : AD j donc , 
dividende, AE — AB : AB :: AB — AD : AD. Mais, puisque le rayon 
BC est la moitié de AB, le diamètre DE est égal à AB , et par con- 
séquent AE — AB=AD=: AF; on a aussi, à cause deAF=:AD, AB 
— AD=FB; donc AF: AB::FB: AD ou AF; dpnc, invertendo, AB : 
AF::AF:FB. /' 

Scholie, Cette sorte de division de la ligne AB s'appelle division 
en moyenne et extrême raison : on en verra des usages. On peut re- 
marquer que la sécante AE est divisée en moyenne et extrême raison 
au point D ; car, puisque AB=;DË , on a AE : DE : : DE : AD. 

PROBLÈME V. 

Par un point donné A dans V angle donné BCD , tirer la ligne BD de 
manière que les parties AB , AD , comprise entre le point A et les deux 
côtés de r angle, soient égales , f. 142. 
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Par le point A menez ÂE parallèle a CD, prenez BE=:C£, et par 
les points B et A tirez BAD ^ qui sera la ligne demandée. 

Car , A£ éUnt parallèle à CD , on a BE : £C : : BA : AD ; or BEc=: EC ; 
donc BA=AD: 

PftOBtfcn TI. 

Faire un quatre équivalent à un parallélogramme ouâun triangle 
donné. 

]• Soit ABCD le parallélogrammie donné, f, 14S, AB sa base, DE 
sa hauteur : entre AB et DE pherchez une moyenne proportionnelle 
XY (prob.8); je dis que le quarré fait sur XY sera équivalent au para- 
lélogramme ABCD. Car on a, par construction, AB : XY :: XY : 

DE; donc XY=: AB X I>£ : or AB X DE est la mesure du parallèle- 

gramme , et XY celle du quarré , donc ils sont équivalents. 

2» Soit ABC le triangle donné, f. 144, BC sa base, AD sa hauteur : 
prenez une moyenne proportionnelle entre BC et la moitié de AD , 
et soit XY cette moyenne ; je dis que le quarré fait sur XY sera équi- 
valent au triangle ABC. 

Car, puisqu'on a BC : XY :: XY : |AD, il en ré8ulteTY=BC X 3 AD, 
donc le quarré fait sur XY est équivalent au triangle ABC* 

PROBLÈHB VII. 

Faire sur la ligne donnée AD un rectangle ADEX équivalent au rec- 
tangle donné ABFC , /". 1 48. 

Chercez une quatrième proportionnelle aux trois lignes AD, AB, 
AC, et soit AX cette quatrième propoptionnelle,je dis que le rec- 
tangle fait sur AD et AX sera équivalent au rectangle ABFC. 

C^r, puisqu'on a AD: AB:: AC: AX, il en résulte ADXAX=AB 
X AC; donc le rectangle ADEX est équivalent au rectangle ABFC. 

PBOBLÊMB VIII. 

Trouver en lignes le rapport du rectangle des deux lignes données 
ket'^au rectangle des deux lignes données £ et D, f. 148. 

Soit X une quatrième proportionnelle aux trois lignes B, C, D; je 
dis que le rapport des deux lignes A et X sera égal à celui des deux 
rectanglesAxB, CXD. 

Car , puisqu'on a B : C::1):X, ilen résulteCXB=B XXjdoncA 
XB:CXD::AXB:BXX::A:X. 

Corollaire, Donc , pour avoir le rapport des quarrés faits sur les 
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lignes données A et C , cherchez une troisième proportionelIeX aux 
lignes A etC, en sorte qu'on ait A: C::C:X, et vous aurez A ^ : C^:: 
A:X. 

PROBLtHE IX. 

Trouver en lignes le rapport du produit des trois lignes données A, 
R, C , au produit des trois ligne» données P , Q , R , f . 1 ^O. 

Aux trois lignes données P , A , B , cherchez une quatrième pro- 
portionelle X : aux trois lignes données C, Q , R , cherchez une qua* 
trième proportionelle Y. Les deux lignes X , Y, seront entre elles 
comme les produits AxBXC,PXQXR. 

Car , puisque P:A::B:X,onaAXB =P X X ; et, en multipliant 
de part et d'autre par C , A X B X C= C X P X X. De même , puis- 
que CL: Q : : R :Y , il en résulte Q X R=C X Y ; et multipliant de part 
et d'autre par P , on a P X Q X R=P X C X Y , donc le produit A X B 
XCestau prodaitPXQXRcommeCxPXXestàPxCXY,ou 
comme X est à Y. 

PROBLÈME X. 

Faire un triangle équivalent à un polygone donné ^ f. 146. 

Soit ABG)£ le polygone donné. Tirez d'abord la diagonale C£ , qui 
retranche le triangle GDË ; par le point D menez DF parallèle à CE jus- 
qu'à la rencontre de AE prolongé ; joignez CF, et le polygone ABCBE 
sera équivalent au polygone ABGF qui a un côté de moins. 

Car les triangles GDE , GFE , ont la base commune CE ; ils ont aussi 
même hauteur , puisque leurs sommets D , F , sont situés sur une li- 
gne DF paallèle à la base ; donc ces triangles sont équivalents.Ajou- 
tant de part et d*autre la figure ABGE, on aura d'un côté le polygone 
ABCDE , et de l'autre le polygone ABCF, qui seront équivalents. 

On peut pareillement retrancher l'angle B en substituant au 
triangle ABC le triangle équivalent AGG , et ainsi le pentagone ABDE 
sera changé en un triangle équivalent GGF. 

' Le même procédé s'appliquera à toute autre figure ; car en dimi- 
nuant d'un à chaque fois le nombre des côtés, on finira par tomber 
sur le triangle équivalent. 

Scholie, On a déjà vu que tout triangle peut être changé en un 
quarré équivalent (pr. 6), ainsi on trouvera toujours en un quarré 
équivalent à une figure rectiligne donnée; c'est ce qu'on appelle 
quarrerla. figure rectiligne, ou en trouver la quadrature. 

Le problème de la quadrature du cercle consiste à trouver un quarré 
équivalent à un cercle dont le diamètre est donné. 
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PftOBLtn XI. 

Fair9 un quarré qi*i uni égal à la êomme ou à la différence de deux 
quarréi donnés, f. 1-47. 

SoieBt A et B les côtés des qtiarrés donnés : 

1* S'il faut trouver un quarré égal à la somine de ces quarré», tirez 
les deux lignes indéfinies ED, EF à angle droit; prenez EB=Aet 
£G=B, joignez DG, et BG sera le cèté du quarré cherché. 

Car le triangle BEG étant rectangle , le quarré fait sur BG est égal 
à là somme des quarrés faits sur EB et EG. 

â* S'il faut trouver un quarré égal à la différence des quarrés don- 
nés formez de même Tangle droit FEH , prenez CE égal au plus petit 
des côtés A et B ; du point G , comme centre , et d'un rayon GH égal 
à l'autre coté, décrivez un arc qui coupe EH en H; je dis que le 
quarré fait sur EH sera égal à la différence des quarrés faits sur les 
lignes A et B. 

Car le triangle GEH est rectangle, Fhypoténuse GH= A, et le côté 
GE=B ; donc le quarré fait sur EH , etc. 

Scholie, On peut trouver ainsi un quarré égal à la somme de tant 
de quarrés qu'on voudra ^ car la construction qui fsn réduit deux à 
un seul , en réduira trois à deux , et ces deux -ci à un , ainsi des au- 
tres. Il en serait de même si quelques-uns des quarrés devaient être 
soustraits de la somme des autres. 

PKOSLtXB XII* 

Construire up quarré qui sçii au quarré donné ABCB, comme la ligne 
IK est à la ligne ^,f. no. 

Sur la ligne indéfinie EG, prenez EF=M, etFGssW; surEG, com- 
me diamètre, décrivez une demi-circonférence, et au point F élevez 
sur le diamètre la perpendiculaire FH. Bu point H menez les cordes 
HG,HE, que vous prolongerez indéfiniment : sur la première prenez 
HK égale au cotéAB du quarré donné, et parle point K menez Kl 
parallèle àEG ; jedis que HI sera le côté du quai^é cherché. 

Car , à cause des parallèles Kl , GE , qn a HI ; HK :: fl£ : HG ; donc 

2 i —.-3 3 

Hl : HK :: HE : HG : mais dans le triangle rectangle EHG (2S) , le 
quarré de HE est 4» quarré de HG cpmme le segment £F est au seg- 

mentFG, ou comme M est à N , donc HI : HK :: M : IV. Mais HK= 
AB;donc le quarré fait sur HI est au quarré fait sur AB comme H 
est à N. 

10. 
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PBouLiiiE xm. 

Sur le côté FG, homologue d AB, décrire un polygone êemhlable du 
polygone donné ABGDE , f. 129. 

Dans le polygone donné tirez les diagonales AG , AD : au point 
F faites Tangle GFH=: ABC, et au poin G l'angle FGH = ABC ; les li- 
-gnesFH, GBi, se couperont en H, et FGH sera un triangle semblable 
à ABC : de même sur FH, homologue à A€, construisez le trian- 
gle FIH semblable à ADC,et sur FI homologue à AD, construisez 
le triangle FIK , semblable à ADE. Le polygone FGHIK sera le po- 
lygone demandé , semblable à ABCDË. 

Car ces deux polygones sont composés d'un même nombre de 
triangles semblables et semblablement placés (26 ). 

PROBLftHB XIV. 

Deua^ figures semblables étant données y construire une figure sent- 
blable qui soit égale à leur somme ou à leur différence. 

Soient A et B deux côtés homologues des figures données, cherchez 
un quarréégal à la somme ou à la différence des quarrés faits sur 
A et B ; soit X le coté de ce quarré, X sera dans la figure cherchée 
le côté homologue à A et B dans les figures données. On construira 
ensuite la figure elle-même par le problême précédent. 

Car les figures semblables sont comme les quarrés des cotés homo- 
logues ; or le quarré du côté X est égal à la somme ou à la dififérenee 
des quarrés faits sur les côtés homologues A etB; donc la figure 
faite sur le coté X est égale à la somme ou à la différjcnce des figures 
semblables faites sur les côtés A et B. 

TROBIÊUE XV. 

Construire une figure semblable à une figure donnée ^ et q^i soit d 
cette figure dans le rapport donné deMd^. 

Soit A un côté de la figure donnée , X le côté homologue dans la 
figure, cherchée; il faudra que le quarré deX soit au quarré dé A 
commeH est àW (27).On trouvera donc X par le problème xii; con- 
naissant X , le reste s'achèvera par le problème xm. 
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PROBlftVB XTI. 

Conairuireune figure semblable à la figure P et équivalente à la figure 
Q,f. 151. 

Cherchez le côté M du quairé équivalent à la figure P , et le côte 
Ndu quarré équivalent à la figure Q. Soit ensuite X une quatrième 
proportiojunelle aux trois lignes données M , N , AB ; sur le côté X , 
homologue à AB , décrivez une figure semblable à la figure P ; j[e dis 
qu'elle sera de plus équivalente à la figure Q. 

Car en appelant Y la figure faite sur le côte X , on aura P : Y: : AB : 

3 --—3 3 3 3 

X; mais par construction , AB : X :: M : N , ou AB : X :: M : N ; donc 

3 3 

P : Y :: M : W. Mais on a aussi, par construction , M^=:P et W*=Q ; 
donc P : Y; : P : Q ; donc Y =:Q ; donc la figure Y est semblable à la 
figureP , et équivalente à la figure Q. 

peoblImb xvir. 

Vamtruire un rectangle drivaient à un quarré donnéCé, et dont le$ 
côtés adjacents fassent une somme donnée AB , f. 153. 

Sur AB, comme diamètre , décrivez unedëmi-circonférence, me- 
nez parallèlement au diamètre la ligne D£ à une distance AD égale 
au coté du quarré donné C. 

Du point £ , où la parallèle coupe la circonférence , abaissez sur 
le diamètre la perpendiculaire EF ; je dis que AF et FB seront les cô- 
tés du rectangle cherché. 

Car leur somme est égale à AB ; et leur rectangle AF X FB est égal 
au quarré de ÉF (âS), ou au quarré de AD; donc ce rectangle est. 
équivalent au quarré donné C. 

Scholie^ Il faut, pour que le problème soit possible , que Iqi dis- 
tance AD n'excède pas le rayon , c'est-à-dire que le côté du quarré G 
n'excède pas la moitié de la ligne AB. 

PBOBLÈHB XVUI. 

Construire un rectangle équivalent à un quarré G , et dont les côtés 
adjacents aient entre eux la différence donnée , AB , f . 1 53 . 

Sur la ligne donnée AB , comme diamètre , décrivez une circon- 
férence ; à l'extrémité du diamètre , menez la tangente AI) égale au 
côté du quarré G : par le point D et le centre tirez la sécantq DE ; je 
dis que DE et DF seront les, côtés adjacents du rectangle demandé. 
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Car r la différence de ces côtés est égale au diamètre £F ou AB ; 

3 

V le rectangle DE X DF est égal à AD ( 80. ) ; donc ce rectangle sera 
équivalent a u qùar ré donaé €. 

peobUU» ux. 

Tr<mver la ccminiine mesure , $'il y en a Wfie > enfte th diagonale et ie 
côté du quarré. 

Soit ABGGun quarré quelconque, AC sa diagonale, f. 154. 
11 faut d'abord porter CB surCA autant de fois qu'il peut y être 
contenu (prob. 17 , 2*liv. ) et pour cela soit décrit du centre G et du 
rayon GB le demi-cercle DB£ : on voit que GB est contenu une fois 
dans AG avec le resteÀD,le résultat de la première opération est dope 
le quotient 1 avec le reste AD , qu'il faut comparer avec BC ou son 
égale AB. 

On peut prendre AF=:AD,et porter- réellement AFsur AB; on 
trouverait qu'il y est contenu deux fois avec un reste : mais comme 
ce reste et les suivants vont en diminuant, et que bientôt ik éeiiap][ie- 
raient par leur petitesse ^ ce ne serait là qu'un moyen mécanique 
imparfait, d'où Tonne pourrait rien conclure pour décider si les 
lignes AG j GB , ont entre elles ou n'oùl pas une comitiune mesuré : 
or ilest unihoyen très-simple d'éviter les lignes décrôissâuteà, et de 
n'avoir à opérer que sur des lignes qui restent toujours dé là mèîiie 
grandeur. 

Eu effet, l'angle ABG étant droit , AS est une tangente , et AË une 
sécante menée du même point, de sorte qu^oti sl (SO) AD : AË :: AB : 
AE. Aiiisi dans la seconde opération , où il s'agit Ae comparer AD 
arec ÀB , oh peut , au lieu du rapport de AD à AB, prendre celui dé 
AB à AE : or AB ou son égale GD est contenue deux fois dans AE avec 
le reste AD ; donc le résultat de la secondé opération est lé quotient 
îavéb le reste AD qu'il faut compatei* à AB. 

La troisième opération , qui consiste à compater AD avec AB, se 
réduira de même à comparer AB ou son égale GD avec AE , et on 
aura encore 2 pour quotient et AD pour reste. 

Delà on voit que l'opération ne sera jamais terminée, et qu'ainsi 
il n'y a pas de commune inesure entre la diagonale et Te côté du 
quarré ; vérité qui était déjà connue par l'arithmétique (puisque 
ces deux lignes sont entre elles : : |^â ; 1 ) ( 1 1 ) , înais qui aeqtiiêrt 
un plus grand degré de clarté par la résolution géométriqu'è; 

SchoUe. Il n'éstdénc pà^ pôsèiblè non plus Ae trouVér en taéMibréà 
le irâpporit exaet dé la diagonale eln eôté dû qaarré ; maiè oh pénlt e& 



tink ta. 77 

approcher tant qu'on Tondra au moyen de la fraction continue qui 
est égale à ce rapport» La première opération a donné pour quo- 
tien 1 ; la seconde et toutes les autres à l'infini donnent 2 : ainsi la 
fraction dont il s'agit est 1 -j-3 i i 

"7-^+ etc. àPinfini. 
Par exemple, si on calcule cette fraction jusc^u'au quatrième 
terme inclusivement, on trouve que sa valeur est 1 ^f ou 5}; de 
sorte que le rapport approché de la diagonale au côté du quarré est 
:: 41 : 29. On trouverait un rapport plus approché en calculant ttn 
plus grand nombre de terme». 
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LIVRE ÏV. 



LES POLYGONES RÉGULIERS , ET LA MESURE DU CERCLE. 

DÉFINITION. 

Un polygone qui est à-la-fois équiangle et équilatéral, s'appelle 
polygone régulier, f. 155. 

Il y a des polygones réguliers de tout nombre de cotés. Le trian- 
gle équilatéral est celui de trois côtés; et le quarré, celui de quatre. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

TnÉOBtHE. 

Deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés sont deux fi- 
gures semblables , f. 155. 

Soient, par exemple,les deux hexagones réguliers ABCDEF,a&cde/; 
la somme des angles est la même dans l'une et dans l'autre figure; 
elle est égale à huit angles droits (20, 1 ). L'angle A est la sixième 
partie de cette somme aussi bien que l'angle a; donc les deux an- 
gles A et a sont égaux ; il en est par conséquent de même des angles 
B et i&^ des angles Cet c, etc. 

De plus , puisque par la nature de ces polygones les côtés AB, BC, 
CD, etc., sont égaux, ainsi que ab, bc, cd, etc. , il est clair qu'on 
a les proportions AB : ai& :: BC : i&c :: CD : ce/ ^ etc. ; donc les deux fi- 
gures dont il s'agit ont les angles égaux et les côtés homologues 
proportionnels; donc elles sont semblables (déf. 2.1iv. â). 

Corollaire, Les périmètres de deux polygone^ réguliers d'un 
même nombre de côtés sont entre eux comme les côtés homologues, 
et leurs surfaces sont comme les quarrés de ces mêmes côtés (27, S). 

Scholie, L'angle d'un polygone régulier se détermine par le nom- 
bre de ses côtés comme celui d'un polygone équiangle (20, 1 ) . 

PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

Tout polygone régulier peut être inscrit dans le cercle, et peut lui 
être circonscrit, f. 156. 

Soit ABCDE , etc. , le polygone dont il s^agît , imaginez qu'on fasse 
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passer une circonférence par les trois points A , B, C; soit son 
centre , et OP la perpendiculaire abaissée sur le milieu du côté BC; 
joignez AO et OD. 

Le quadrilatère OPGD et le quadrilatère OPBA peuvent être su- 
perposés : en effet le côté OP est commun, l'angle OPC = OPB y.puis- 
qu'ils sont droits ; donc le côté PC s'appliquera sur son égal PB , et 
le pointe tombera en B. De plus , par la nature du polygone , l'an- 
gle PCD = PBA , donc CD prendra la direction BA , et puisque CD = 
BA, le point D tombera en A, les deux quadrilatères coïncideront 
entièrement l'un avec l'autre. La distance OD est donc égale à AO, 
et parxîonséquent la circonférence qui passe par les trois points A, 
B, C, passera aussi par le point D: mais, par un raisonnement sem- 
blable , on prouvera que la circonférence qui passe par les trois 
sommets B, C,D, passera par le sommet suivant £, et ainsi de suite; 
donc la même circonférence qui passe par les points A , B, C , passe 
par tous les sommets des angles du polygone, et le polygone est 
inscrit dans cette circonférence. 

En second lieu , par rapport à cette circonférence , tous les côtés 
AB, BC, CD, etc. , sont des cordes égales ; elles sont donc également 
éloignées du centre (8, 2 ) ; donc si du point , comme centre , et du 
rayon OP, on décrit une circonférence, cette circonférence tou- 
chera le côté BC et tous les autres côtés du polygone , chacun dans 
son milieu , et la circonférence sera inscrite dans le polygone , ou 
le polygone circonscrit à la circonférence. 

Schalie I. Le point , centre commun du cercle inscrit et du cer- 
cle circonscrit, peut être regardé aussi comme le centredu polygone, 
et par cette raison on appelle angle au centre, l'angle AOB formé par 
les deux rayons menés aux extrémités d'un même côté AB. 

Puisque toutes les cordes AB, BC, etc. , sont égales, il est clair 
quêtons les angles au centre sont égaux, et qu'ainsi la valeur de 
chacun se trouve en divisant quatre angles droits parle nombredes 
côtés du polygone. 

Scholie IL Pour inscrire un polygone régulier d'un certain nom- 
bre de côtés dans une circonférence donnée, il ne s'agit que de di- 
viser la circonférence en autant de parties égales que le polygone 
doit avoir de côtés ; car, les arcs étant égaux , les cordes AB , BC, 
CD, etc., seront égales ; lea triangles ABO, BOC, COD, etc., seront 
égaux aussi , parce qu'ils sont équilatéraux entre eux ; donc tous 
l«s angles ABC, BCD, CDE, etc. , seront égaux ; donc la figure ABCDE, 
etc. , sera un polygone régulier, /*. 158. 
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PROPOSITION III. 

TflOBLÈXK. 

Inscrire un quarrédanê «ne circonférence donnée, f, 157. 

Tirex deux diamètres AG , BB , qui se coupent à ai^ifles droits ; joi- 
gnes les extrémité» A , B , G , D , et la figure ABGD sera le quarré iai- 
crit : car les angles AOB, BOG, etc. , étant égaux, les cordes AB , 
BG , etc., sont égales. 

Scholie. Le triangle BOG étant rectangle et isoscèle , on a ( U , 3) 
BG : BO : : |/2 : 1 ; donc le côté du quarré inscrit est au rayon comme 
la racine quarré de 2 est à l'unité. 

PROPOSITION IV. 

BBOBLiXE. 

Inscrire un hexagone régulier et un triangle équilibrai dans une 
circonférence donnée, f, 188. 

Supposons le problème résolu , et soit AB un côté de l'hexagone 
inscrit; si on mène le^ rayons AO, OB,je dis que le triangle AOB 
sera équtlatéral. 

Gar l'angle AOB est la sixième partie de quatre angles droits; 
ainsi en prenant Pangle droit pour unité, on aura AOB = ^=|: 
les deux autres angles ABO , BAO, du même triangle valent ensem- 
ble ^ — f ou I , et comme ils sont égaux , chacun d'eux = | ; donc 
le triangle ABO est équilatéral; donc le côté de l'hexagone inscrit 
est égal au rayon. 

Il Éfuit de là que pou» inscrire un hexagone régulier dans une cir- 
conférence donnée, il faut porter le rayon six fois sur la circonfé- 
rence, ce qui ramènera au même point d'où on était parti. 

L'hexagone ABGDËF étant inscrit, si l'on joint les sommets des 
angles alternatiTement , on formera le triangle équilatéral AGE. 

Sckolie, Laiigure ABGOest un parallélogramme et même unlo- 
sai|g9, puisque ABs=BC= GO =rAO; donc (14, 8) la somme des 

—2 3 

quarrésdes diagonales AG-|-BO, est égale à la somme des quar- 
rés de» côtés , laquelle est 4 AB ou 4 BO; retranchant de part et d'au- 
tre BÔ^, il resteraTc= 8 BÔ^; donc ÂC^: BO?: S : 1 , on AG : BO :: |/ 
8 : 1 ; donc le côté du tirangle équilatéral inscrit est au rayon comme 
la racine quarrée de 8 est à Vunité, 
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PROPOSITION V. 
TvtoataiB. 

Inêcrire diMs un cercle donné un décagone régulier, emeuiie un pen- 
tagone ei un pentédécagone , f. 159. 

Divisez le rayon AO , en moyenne et extrême raison au point 
M (prob. 4, liv. 8), prenez la corde AB égale au plus grand seg- 
ment OM , et AB sera le côtè du décagone régulier qu'il faudra 
porter dix fois sur la circonférence. 

Car enjoignant MB , on a par construction AO : OM :: OM : AM ; ou, 
à cause de AB = OM, AO : AB :: AB : AM; donc les triangles ABO, 
AMB , ont un angle commun A compris entre côtés proportionnels; 
donc ils sont semblables (20, 3). Le triangles OAB «st isoscèle, 
donc le triangle AMB Test aussi , et on a AB = BM : d'ailleurs AB :=: 
OM ; donc aussi MB =: OM ; doue le triangle BMO est isoscèle. 

L'angle AMB, extérieur au triangle isoscèle BMO, est double de 
l'intérieur ( 1^ , 1 ) ; or l'angle AMB=MAB ; donc le triangle OAB 
est tel que cliacun des angles à la base , OAB ou OBA , est double 
de l'angle au sommet ; donc les trois angles du triangle valent 
cinq fois l'angle 0, et ainsi l'angle est la cinquième partie de 
deux angles droits , ou la dixième de quatre : donc l'arc AB est la 
dixième partie de la circonférence , et la corde AB est le côté du dé- 
cagone régulier. 

Corollaire I. Si on joint de deux en deux les sommets du décagone 
régulier , on formera le pentagone régulier AGEGL 

Voroilaire IL AB étant toujours le côté du décagone , soit AL le 
côté de l'hexagone ; alors l'arc BL sera , par rapporta la circonfé- 
rence, \ — -^ ou ^ ; donc la corde BL sera le côté du pentedécagone 
ou polygone régulier de IS côtés. On voit en même temps que Tare 
CL est le tiers de CB. 

Scholie. Un polygone régulier étant inscrit, si on divise les arcs 
Bous-tendus par ses côtés en deux parties égales , et qu'on tire les 
cordes des demi-arcs , celles-ci formeront un nouveau polygone 
régulier d'un nombre de côtés double : ainsi on voit que le quarré 
peut servir a inscrire successivement les polygones réguliers de 
8, 16, 82, etc. , côtés. De même l'hexagone servira à inscrire les 
polygones réguliers de 12, 24, 48, etc. , côtés; le décagone, des 
polygones de 20, 40, 80, etc. , côtés; lé pentedécagone , des poly- 
gones de 80, 60, 120, etc. , côtés ( 1 ). 

(1) On a cru loDg-temps que ces polygones étaient les seuls qui pussent être 
inscrits par les procédés de la géométrie élémentaire, ou, ce qui revient au 

11. 
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PROPOSITION VI. 

PftOBLtHB» 

Étant donné le polygone régulier inscrit ABCD, etc. , circonêcrire d 
la même circonférence un polygone semblable , f . 160. 

Au point T , milieu de Tare AB , menez la tangente GH , qui sera 
parallèle à AB ( 10 , 2) ; faites la même chose au milieu de chacun 
des autres arcs BC , CD , etc. ; ces tangentes formeront par leurs in-r 
tersections le polygone régulier circonscrit GHIK , etc. , semblable 
au polygone inscrit.. 

Il est aisé de voir d'ab'ord que les trois points , B , H , sont en li- 
gne droite, car les triangles rectangles OTH, OHN, ont Thypoténuse 
commune OH , et le côté OT=ON ; donc ils sont égaux (18, 1) ; donc 
Tangle TOÏÏ=HOW, et par conséquent la ligne OH passe par le point 
B milieu de Tare TW : par la même raison le point I est sur le prolon- 
gement de OC , etc. Mais , puisque GH est parallèle à AB et HI à BG ^ 
r angle GHI= ABC (27, 1); de mêmeHIK=BCD, etc.; donc les 
angles du polygone circonscrit sont égaux à ceux du polygone in- 
scrit. De plus, à cause de ces mêmes parallèles, on a GH : AB :: 
OH : OB , et HI : BC :: OH :.0B ; donc GH : AB :: HI : BC. Mais AB= 
BC, donc GH=HI. Parla même raison HI=IK, etc.; donc les 
côtés du polygone circonscrit sont égaux entre eux ; donc ce poly- 
gone est régulier et semblable au polygone inscrit. 

Corollaire I. Réciproquement, si on donnait le polygone circons- 
crit GHIK , etc. , et qu'il fallût tracer par son moyen le polygone 
inscrit ABC , etc. , .on voit qu'il suffirait de mener aux sommets G , 
H, I, etc. , du polygone donné les lignes OG , OH, etc. , qui rencon- 
treraient la circonférence aux points A,B,C, etc. ; on joindrait 
ensuite ces points par les cordes AB, BC, etc., qui formeraient 
le polygone inscrit. On pourrait aussi , dans le même cas , joindre 
tout simplement les points de contact, T, N, P, etc. , par les cordes 
TN , WP, etc. , ce qui formerait également un polygone inscrit sem- 
blable au circonscrit. 

Corollaire II. Donc on peut circonscrire à un cercle donné tous 
les polygones réguliers qu'on sait inscrire dans ce cercle, et ré- 
ciproquement. 

même , par la résolution des équations du premier et du second degré : mais 
M. Gauss a prouvé, dans un ouvrage intitulé DisquisiHones ÂrithmeHcoB , Lip- 
»iœ-, 1601 , qa^on peut inscrire par de semblables moyens le polygone régulier 
de dix-sept côtés , et en général celui de 2^^ -{-1 côtés , pourvu que 2^^ .-f- 1 soit 
un nombre premier. 
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PROPOSmOW VIT. 

THÉORÈHK. 

Vaire d'un polygone régulier eêt égale à Bon périmètre multiplié par 
la moitié du rayon du cercle inscrit, f. 160. 

Soit, par exemple, le polygone régulier GHIK, etc. ; le trian^ 
gle GOH a pour mesure GH X 5 OT , le triangle OHI a pour me- 
sure HI X 5 ON : mais ON = OT ; donc les deux triangles réunis 
ont pour mesure (GH+HI) X 3OT. En continuant ainsi pour les 
autres triangles , on verra que la somme de tous les triangles, ou le 
polygone entier a pour mesure la somme des bases GH, HI, IK, etc. , 
ou le périmètre du polygone , multiplié par^OT, moitié du rayon 
du cercle inscrit. 

Scholie. Le rayon du cercle inscrit OT ii'est autre chose que la 
perpendiculaire abaissée du centre sur un des côtés ; on l'appelle 
' quelquefois V apothème du polygone. 

PROPOSITION VIII. 

_ THÉORftHE. 

Les périmètres des polygones réguliers d'un même nombre de côtés 
sont comme les rayons des cercles circonscrits, et aussi comme les rayons 
des cercles inscrits; leurs surfaces sont comme lesquarrés de ces mê- 
mes rayons, f. 161. 

Soit AB un côté de Tun des polygones dont il s'agit , son centre , 
et par conséquent OA le rayon du aercle circonscrit, et OD, per- 
pendiculaire sur AB , le rayon du cercle inscrit ; soit pareillement 
ab le côté d'un autre polygone semblable , son centre , oa et od les 
rayons des cercles circonscrit et inscrit. Les périmètres des deux 
polygones sont entre eux comme les côtés AB et ab; mais les angles 
A et a sont égaux comme étant chacun moitié de l'angle du poly- 
gone ; il en est de même des angles B et i& ; donc les triangles ABO , 
abo, sont semblables, ainsi que les triangles rectangles ADO , ado; 
donc AB : ab :: AO : ao ::J)0 : do ; donc les périmètres des polygones 
sont entre eux comme les rayons AO, ao, des cercles circonscrits, 
et aussi comme les rayons DO , c^o , des cçrcles inscrits. 

Les surfaces de ces mêmes polygones sont entre elles comme les 
quarrés des côtés homologues AB, afc; elles sont par conséquent 
aussi comme les quarrés des rayons de» cercles circonscrit» AO , ao, 
ou comme les quarrés des rayons des cercles inscrits OD , od. 
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PROPOSITION IX. 

IXMME. 

Toute ligne courbe ou polygone qui enveloppe d'une extrémité à V^au- 
ire la ligne convexe AMB est plus longue que la ligne enveloppée AMB, 
f. 162. 

Nous avons déjà dit que par ligne convexe nous entendons une 
ligne courbe ou polygone, ou en partie courbe et en partie poly- 
gone, telle qu'une ligne droite ne peut la couper en plus de deux 
points. Si la ligne AMB avait des parties rentrantes ou des sinuo- 
sités , elle cesserait d'être convexe , parce qu'il est aisé de voir 
qu'une ligne droite pourrait la couper en plus de deux points. 
Les arcs de cercle sont essentiellement convexes ; mais la proposi- 
tion dont il s'agit maintenant s'étend à une ligne quelconque qui 
remplit la condition exigée. 

Cela- posé, si la ligne AMB n'est pas plus petite que toutes celles 
qui l'enveloppent , il existera parmi ces dernières une ligne plus 
courte que toutes les autres , laquelle sera plus petite que AMB , ou 
tout au plus égale à AMB. Soit ACDEB cette ligne enveloppante; en- 
tre les deux lignes menez par tout où vous voudrez la droite PQ, qui 
ne rencontre point la ligne AMB , ou du moins qui ne fasse que la 
toucher ; la droite PQ est plus courte que PCDEQ ; donc , si à la par- 
tie PCDEQ on substitue la ligne droite PQ, on aura la ligne envelop- 
pante APQB plus courte que APDQB. Mais, par hypothèse , celle-ci 
doit être la plus courte de toutes ; donc cette hypothèse ne saurait 
subsister ; donc toutes les lignes enveloppantes sont plus longues 
que AMB. 

Scholie, On démontrera absolument de la même manière qu'une 
ligne convexe et rentrante sur elle-même AMB, est plus courte que 
toute ligne qui l'envelopperait de toutes parts , soit que la ligne en- 
veloppante FHG touche AMB en un ou plusieurs points , soit qu'elle 
l'environne sans la toucher. 

PROPOSITION X. 

LEMMi;. 

Deux circonférences concentriques étant données, on peut toujouré 
inscrire dans la plus grande un polygone régulier dont les côtés ne ren- 
contrent pas la plus petite , et on peut aussi circonscrire à la plus, 
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peiiU un polygone régulier dont les côtés ne rencontrent pas la grande ; 
de sorte que dans Vun et dans Vautre cas les eétés du polygone décrit 
seront renfermés entre les deux circonférences, f. 16i. 

8oient CA, GB, les rayons des deux circonférences données. 
Au point A menez la tangente D£ terminée à la grande circonférence 
en D et £ : inscrivez dans la grande circonférence l'un des polygones 
réguliers qu'on peut inscrire par les problèmes précédents , divisez 
ensuite les arcs sous-tendus par les côtés en deux parties égales , et 
menez les cordes des demi-arcs ; vous aurez un polygone régulier 
d'un nombre de côtés double. Continuez la bissection des arcs jus- 
qu'à ce que vous parveniez à un arc plus petit que DBE. Soit MBN 
cet arc (dont le milieu est supposé en B); il est clair que la corde MN 
sera plus éloignée du centre que DE, et qu'ainsi le polygone régu- 
lier dont MNest le côté ne saurait rencontrer la circonférence dont 
GAest le rayon. 

Les mêmes choses étant posées , joignez CM et CN qui rencontrent 
la tangente DE en P et Q ; PQ sera le côté d'un polygone circonscrit 
à la petite circonférence, semblable au polygone inscrit dans la 
grande , dont le côté est MN. Or il est clair que le polygone circons- 
crit qui a pour côté PQ, ne saurait rencontrer la grande circonfé- 
rence , puisque GP est moindre que GM. 

Donc , par la même construction , on peut décrire un polygone 
régulier inscrit dans la grande circonférence^ et un polygone sem- 
blable circonscrit à la petite, lesquels auront leurs côtés compris 
entre les deux circonférences. 

Scholie. Si on a deux secteurs concentriques FGG, IGH, on pourra 
de même inscrire dans le plus grand Mae portion de polygone régu- 
lier, ou circonscrire au plus petit une portion de polygone sembla- 
ble , de sorte que les contours des deux polygones soient compris 
entre les deux circonférences : il suffira de diviser l'arc FBG succe»- 
sivement en 2 , 4 , 8 , 16 , etc. , parties égales , jusqu'à ce qu'on par- 
vienne à une partie plus petite que DBE. 

Nous appelons ici portion de polygone régulier la figure terminée 
par une suite de cordes égales inscrites dans Tare FG d'une extré- 
mité à l'autre. Gette portion a les propriétés principales des poly- 
gones réguliers , elle a les angles égaux et les côtés égaux , elle est 
à -la-fois inscriptible et circonscriptible au cercle; cependant elle 
ne ferait partie d'un polygone régulier proprement dit, qu'autant 
que l'arc sous-tendu par un de ses côtés serait une partie aliquote 
de la circonférence. 
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PROPOSITION XL 

TUÉOHÈHI. 

Les cûrconféreneea des cercles sont entre elles comme les rayons , 
et leurs surfaces comme les quarrês des rayons , f . 1 6^ . 

Désignons , pour abréger , par cire. CA la circonférence qui a 
pour rayon CA; je dis qu'on aura cire. CA : cire. OB:: CA : OB. 

Car , si cette proportion n'a pas lieu , CA 6era à OB comme cire. 
CA est à un quatrième terme plus grand ou plus petit que cire. OB : 
supposons-le plus petit, et soit, s'il est possible , CA : OB :: circ^ 
CA : cire OD. 

Inscrivez dans la circonférence dont OB est le rayon un polygone 
régulier EFGKLE , dont les côtés ne rencontrent point la circonft- 
rence dont OB est le rayon (10) ; inscrivez un polygone semhlable 
MNPTSM dans la circonférence dont CA est le rayon. 

Cela posé, puisque ces polygones sont semblables , leurs périmè- 
tres MNPSM , ËFGKË sont entre eux comme les rayons CA , OB , des 
cercles circonscrits (8) , et on aura MNPSM : EFGKE : : CA : OB ; mais, 
par hypothèse, CA : OB :: cire. CA : cire. OD ; donc MWPSM : EFGKE ;; 
cire. CA : cire. OD. Or , cette proportion est impossible , car le con- 
tour MNPSM est moindre que cire. CA (9) , et au contraire EFGKE est 
plus grand que cire. OD ; donc il est impossible que CA soit à OB 
comme cire. CA est à une circonférence plus petite quectrc. OB, ou, 
en termes plus généraux, il est impossible qu'un rayon soit à un rayon 
comme la circonférence décrite du premier rayon est à une circon- 
férence plus petite que la circonférence décrite du second rayon. 

De là je conclus qu'on ne peut avoir non plus , CA est à OB comme 
cire. CA est à une circonférence plus grande que cire. OB ; car si 
cela était , on aurait , en renversant les rapports : OB est à CA comme^ 
une circonférence plus grande que cire. OB est à cire. CA , ou , ce 
qui est la même chose , comme cire. OB est à une circonférence plus 
petite que cire. CA ; donc un rayon serait à un rayon comme la cir- 
conférence décrite du premier rayon est à unecirconférence plus 
petite que la circonférence décrite du second rayon , ce qui a été 
démoptré impossible. 

Puisque le quatrième terme de la proportion CA : OB :: cire. CA : 
Xhe peut être ni plus petit ni plus grand que cire. OB, il faut qu'il 
soit égal à cire. OB ; donc les circonférences des cercles sont entre 
elles comme les rayons. 

Un raisonnement et une construction entièrement semblables ser- 
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diront à dénoiontrer que les tarCnces Àt cercles sont eommelef 
quari'és dé lears rayons. 

Nous n'entrerons pas dans d'antres détails sur oette propesition, 
qui d'ailleurs est un corollaire de la suirante. 

Corollaire. Les arcs semblables AB, DE, sont comme leurs rayons 
AG, DO, et les secteurs semblables ACB, D0£, sont comme les quar- 
rés de ces mêmes rayons, /*. 1 66. 

Car, puisque les arcs sont semblables, l'angle C.est égal à l'angle 
' O (déf. S, Ut. S); or l'angle G esta quatre angles droits comme l'arc 
AB est à la circonférence entière décrite du rayon AG (17, 2), et l'an- 
gle est à quatre angles droits comme l'arc DE est à la circonfé* 
rence décrite du rayon OD ; donc les arcs AB, DE, sont entre enr 
comme les circonférences dont ils font partie : ees oirconfàreneet 
sont comme les rayons AG, DO, donc arc AB : are DE : : AG : DO. 

Par la même raison les secteurs ACB, DOE, sont comme les cerelef 
entiers, ceux-ci sont comme les quarrés des rayons; donc êotî* 

ACB : êacu DOE:VÂC : Do! 

PROFOSITlOIf »I. 

THÈOBÈIS. 

Voire du Cercle est égale au produU de «a drconférenoe par la moi-' 
fié du rayon, f. 167. 

Désignons par eurf. GAla surface du cercle dont le rayon est CA ; 
j e dis qu'on aura surf. CA ss^ GA X oire. GA. 

Car si I GA X cire. GA n'est pas l'aire du cercle dont GA est la 
rayon , cette quantité sera la mesure d'un cerde pins grand ou plus 
petit. Supposons d'abord qu'elle est la mesure d'un cercle pl«s 
grand , et soit, s'il est possible, ^ CA X cire* GA zsisurf. GB. 

Au terole dont le rayon est GAcirconscrÎTez un polygone réga* 
lier DEFG , etc. , dont les côtés n e rencontrent pas la circonférence 
qui a GB pour rayon (10); la surface de ce polygone sera égale à 
son contour DE -f- EF -[- FG 4-etc. multiplié par fAC (7) : mais le 
contour du polygone est plus grand que la circonférence inscrite , 
puisqu'il l'enveloppe de toutes parts ; donc la tiurface du polygone 
DEFG ,'etc., est plus grande que j» AG X c»*"^' AG, qui, par hypo- 
thèse, estlamesureducercledontCBestle rayon; donc le polygone 
serait plus grand que le* cercle. Or au contraire il est plus jietit , 
puisqu'il y est contenu ; donc il est impossible que f GA X ^i^^* CA 
soit plus grand que sur/*. GA, ou, en d'autres termes, il est impos- 
sible que la circonférence d'un cercle multipliée par la moitié de 
son rayon soit la mesure d'un cercle plus grand. 
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Je dis en second Heu que le même produit ne peut être la mesure 
d'un cercle plus petit ; et, pour ne pas changer de figure, je sûppo» 
serai qu'il s'agit du cercle dôntCB est le rayon; il faut donc prouver 
que~CB X d^o, CBne peut être la mesure d'un cercle plus petit , par 
exemple, du cercle dont le rayon est C\. Eu effet, soit, s'il est pos- 
sible, ^ CB X cire..CB=surf. CA. 

Ayant faitla même construction ^ne ci-dessus, la surface du poly- 
gone D£FG, etc. , aura pour mesure ( DE-f- EF-J- FG-}-etc.) Xi GA ; 
mais le contour DE-j-EF-f-FG-j-etc, est moindre que eirc, CB qui 
l'enveloppe de toutes parts ; donc l'aire du polygone est moindre 
que^CAX^tVc, CB, et à plus forie raison moindre que ^GB X <ï^Vc. 
GB. Cette dernière quantité est, par hypothèse, la mesure du cercle 
doBtCA est le rayon ; donc le polygone serait moindre que le cercle 
inscrit, ce qui est absurde ; donc il est impossible que la circonfé- 
rence d'un cercle, multipliée par la moitié de sou rayon, soit la 
mesure d'un cercle plus petit. 

Donc enfin la circonférence d'un cercle multipliée par la moitié 
de son rayon est la mesure de ce même cercle. 

Corollaire. 1. La surface d'un secteur est égale à l'arc de ce sec- 
teur multiplié par la moitié du rayon, f, 168. 

Car le secteur ACB est au cercle entier comme l'arc AMB est à la 
circonférence entière ABD (17, 2,), ou comme AMB X^ AG est à ABD 
XjAG. Mais le cercle entier=ABDXiAG; donc le secteur AGBar 
pour mesure AMB X ^AC. 

Corollaire II. Appelons ar la circonférence dont le diamètre est l'u-^ 
nité; puisque les circonférences sont comme les rayons ou comme 
les diamètres^ on pourra faire cette proportion : le diaraètre\ est à 
sa ciconférence «• comme le diamètre â CA est à la circpnfér^ice 
qui a pour rayonCA; de sortequ'on aura 1 : ît :: 2 CA : cire. CA ; doAc 
cire. CA=2 ît X CA, /*. 165. Multipliant de pari et d'autre plir ^ CA , 

on aura f CA X cire. Ck=^X CÂ* ou surf. CA=t. CÂ* donc la 
surface d'un eercle est égale au produit du quarré de son rayon par le 
nombre eonstantv, qui représente la circonférence dont le diamètre est 
Inouïe rapport de la circonférence au diamètre. 
Pareillement la surface du cercle qui a pour rayon OB sera égale 

à sr X OB; or» XCA : sr XOB :: CA tO^\ donc les surfaces des cercles 
sont entre elles comme les quarrés de leurs rayons, ce qui s'accorde 
avec le théorème précédent. . 

Scholie. Nous avons déjà dit que le problème de la quadrature du 
cercle consiste à trouver un quarré égal en surface à un cercle dont 
le rayon estconnu ; or on vient de prouver que le cercle est équiva- 
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lent au rectangle fait sur la circonférence -et la moitié du rayon , et 
ce rectangle se change ea quarré en prenant une moyenne propor- 
tionnelle entre ses deux dimensions (pr. Ôyliv.S) : ainsi le pro- 
lilême de la quadrature du cercle se réduit à trouTcr la circonférence 
quand on connaît le rayon et pour cela il suffit de connaître le rap- 
port de la circonférence au rayon ou au diamètre. 

Jusqu'à présent on n^a pu déterminer ce rapport que d'une ma- 
nière approchée; mais l'approximation a été poussée si loin , que la 
connaissance du rapport exact n'aurait aucun avantage réel sur 
celle du rapport approché. Aussi cette question , qui a beaucoup 
occupé les géomètres lorsque les méthodes d'approximation étaient 
moins connues, est maintenant reléguée parmi les questions osieuses 
dont il n'est permis de s'occuper qu'à ceux qui ont à peine les pre- 
mières notions de géométrie. 

ArchinUde a prouvé que le rapport de la circonférence au diamè- 
tre est compris entre B ^5 et 2 ^f ; ainsi 3 7 ou ^ est une valeur déjà 
fort approchée du nombre que nous avons représenté par ir, et cette 
première approximation est fort en usage à cause de sa simplicité. 
Métius a trouvé pour le même nombre la valeur beaucoup plus 
approchée ~. Enfin la valeur de «•, développée jusqu'à un cer- 
tain ordre de décimales, a été trouvée par d'autres calculateurs 
8,1413926383897982, etc. , et on a eu la patience de prolonger ces 
décimales jusqu'à lacent-vingt-septième ou même jusqu'à la cent- 
quarantième. Il est évident qu'une telle approximation équivaut 
à la vérité, et qu'on ne connaît pas mieux les racines des puissances 
imparfaites. 

On expliquera , dans les problêmes suivants , deux des méthodes 
élémentaires les plus simples pour obtenir ces approximations. 

PROPOSITION XIII. 

PROBLÈME. 

Étant données les surfaces d'un polygone régulier inscrit et d'un po- 
lygone semblable circonscrit, trouver les surfaces des polygones régu- 
liers inscrit et circonscrit d'un nombre de côtés double j f . 169. 

Soit AB le côté du polygone donné inscrit , £F parallèle à AB , ce- 
lui du polygone semblable circonscrit , G le centre du cercle ; si on 
tire la corde AM et les tangentes AP, BQ , la corde AM sera le côté 
du polygone inscrit d'un nombre de côtés double, et PQ double de 
PM sera celui du polygone semblable circonscrit (6). Cela posé, 
comme la même construction aura lieu dans les différents angles 

12. 
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égaux à ACU , il suffît de considérer Taugle ACM seul , et les triait* 
gles qui y sont contenus seront entre eux comme les polygones en^ 
tiers. Soit A la surface du polygone inscrit dont AB est un côté y B 
la surface du polygone semblable circonscrit , A' la surface du 
polygone dont AM est un côté , B' la surface du polygone sembla-^ 
ble circonscrit; A et B sont connus, il s'agit de trouver A' et B'. 
loLes triangles AGD , ACM , dont le sommet commun est A, sont 
entre eux comme leurs bases GB, CM ; d'ailleurs ces triangles sont 
comme les polygones A et A' dont ils font partie ; donc A : A' :: CD : 
CM. Les triangles CAM , CME , dont le sommet commun est M , isont 
entre eux comme leurs bases GA , CE ; ces -mêmes triangles sont 
comme les polygones A' etB dont ils font partie ; donc A' : B :: GA : 
CE. Mais à cause des parallèles AD, ME, ona CD : CM :: GA : CE; donc 
A : A' :: A' : B ; donc le polygone A' , Fun de ceux que Fon-cherche , 
est moyen proportionnel entre les deux polygones connus A et B , 

et on a par conséquent A' = j/A X B. 

â» A cause de la hauteur commune CM , le triangle CPM est au tri- 
angle CPE comme PM est à PE ; mais la ligne CP divisant en deux 
parties égales Fangle MCE, on a (17, S) PM:PE::CM:CE::CD:CA :: 
A: A'; donc CPMiGPE:: A: A', et par suite, GPM:CPM+GPE, ou 
CME :: A : A + A'. Mais CMPA ou 2CMP et CME sont entre eux comme 
les polygones B' et B dont ils font partie ; donc B' :B :: 2A : A-|-A'. 
On a déjà déterminé A' ; cette nouvelle proportion déterminera B' , 

et on aura B' = p— ; donc , au moyen des polygones A et B, 

A -|- A' 

il est facile de trouver les polygones A' et B' qui ont deux fois phis 
de côtés. 

PROPOSITION XIV. 

PROBLÊME. 

Trouver le rapport approché de la circonférence au diamètre. 
Soit le rayon du cercle=l, le côté du quarré inscrit sera)/5(S), 
celui du quarré circonscrit sera égal au diamètre â ; donc la sur- 
face duquarré inscrits^ , et celle du quarré circonscrit=4. Main- 
tenant , si on fait A =2 et B =4 , on trouvera par le problême pré. 
cèdent l'octogone inscrit A'=i/'8=â,8â8iâ71 , et l'octogone cir- 

16 
conscrit B' = —j — —-=8,3137085. Connaissant ainsi les octo- 

gones inscrit et circonscrit , on trouvera par leur moyen les poly- 
gones d'un nombre de côtés double ; il faudra de nouveau supposer 
A = 2,828-4271 , B = «,âlS7085, et on aura A' = |/A XB = 



UVBB IV. 81 

S,08U674,etB'==j--^p===S,182S979.Ensuitece8 polygones de 16 

côtés serviront à connaître ceux de 3â , et on continara ainsi jusqu'à 
ce que le calcul ne donne plus de différence entre les polyg^ones ins- 
crit et circonscrit, au moins dans l'ordre de décimales auquel on 
r'est arrêté, qui est le septième dans cet exemple. Arrivé à ce point, 
on conclura que le cercle est égal au dernier résultat , car le cercle 
doit toujours être compris entre le polygone inscrit et le polygone 
circonscrit ; donc si ceux-ci ne diffèrent point entre eux jusqu'à un 
certain ordre de décimales , le cercle n'en différera pas non plus 
jusqu'au même ordre» 

Voici le calcul de ces polygones prolongé jusqu'à ce qu'ils ne dif- 
fèrent plus dans le septième ordre de décimales. 

Nombre des côtés. Polygone inscrit. Polygone circonscrit. 

4 2,0000000 -4,0000000 

8 2,8284271 8,8187085 

16 8,06U674 8,1825979 

82 8,1214451 8,1517249 

64 8,1865485 ...... 8,1441184 

128 8,1408811 8,1422286 

256 8,1412772 8,1417504 

512 8,1415188 8,1416821 

1024 ...... 8,1416729 8,1416025 

2048 8,1415877 8,1415951 

4096 8,1415914 8,1415983 

8192 8,1415928 8^1815928 

16884 8,1415925 8,1415927 

82768 8,1415926 8,1415926 

De là je conclus que la surface du cercles 8,1415926. On pour'- 
rait avoir du doute sur la dernière décimale à cause des erreurs qui 
viennent des parties négligées; mais le calcul a été fait avec une 
décimale de plus , pour être sûr du résultat que nous venons de 
trouver jusque dans la dernière décimale. 

Puisque la surface du cercle est égale à la demi-circonférence 
multipliée par le rayon, le rayon étant 1, la demi-circonférence 
est 8,14.15926 ; ou bien le diamètre étant 1 , la circonférence est 
8^1415926 ; donc le rapport de la circonférencé'att diamètre désigné 
ci-dessus par ïr=:8, 1415926, 
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PROPOSITION XV. 

tBHlIB. 

Le triangle GÀ.B est équivalent au triangle isoscèle DG£, qui a le 
même angle G, et dont le côté G£ égal à CD est moyen proportionnel 
entre CA et CB. De plus, si V angle CAB est droit y la perpendiculaire 
CF abaissée sur la base du triangle isoscèle, sera moyenne proportion- 
nelle entre le côté G A et la demi-somme des côtés GA, GB, f.l70. 

Gar V à cause de l'angle commun G, le triangle ABGest au trian- 
gle isoscèle DGE comme AG X GBest à DGXGE, ouDgI;^^, 3); donc 

3 

ces triangles seront équivalents, si DG=AG X GB, ou si DG est 
moyenne proportionnelle entre AG et GB. 

% La perpendiculaire GGF coupant en deux parties égales l'an- 
gle ABG, on a ( 17, S ) AG : GB :: AG : GB , d'où résulte , componendo , 
AG : AG-f GB ou AB:: AG:AG+GB; mais AG estàAB comme le 
triangle AGG est au triangle AGB ou 2GDF ; d'ailleurs, si l'angle A 
est droit, les triangles rectangles AGG, GDF, seront semblables, et 

donneront AGG : GDF ::ÂC^ CF^, donc , 

ÂC?àCy::AG:AG+GB. 

Multipliant le second rapport par AG, les antécédents deriendront 

2 a 

égaux, et on aura par conséquent 2CF = AG X (AG 4- GB), ou CF 

= AG Xf — î- — ]; donc 2* si l'angle A est droit, la perpendiculaire 

GF sera moyenne proportionnelle entre le côté AGetla demi-somme 
des côtés AG, ^B. 

PROPOSITION XVI. 

PROBIiÉME. 

Trouver un cercle qui diffère aussi peu qu ou voudra d^un polygone 
régulier donné, f . 1 7 1 . 

Soit proposé, par exemple, le quarréBMNP; abaissez du centre G 
la perpendiculaire GA sur le côté MB , et joignez GB. 

Le cercle décrit du rayon GA est inscrit dans le quarré, et le cer- 
cle décrit du rayon CB est circonscrit à ce même quarré ; le pre- 
mier sera plus petit que le quarré , le second sera plus grand ; mais 
il s'agit de resserrer ces limites. 

Prenez CD et CE égales chacun à la moyenne proportionnelle en- 
tre GA et GB, et joignez EB; le triangle isoscèle CDE sera équivalent 
au triangle CAB (15) ; faites de même pour chacun des huit trian- 
gles qui composent le quarré , vous formerez ainsi un octogone re- 
lier équivalent au quarré BMNP. Le cercle décrit du rayon CF , 
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CA+CB 
moyen proportionnel entre CAet — - — , sera inscrit dans l'octo- 
gone , et le cercle décrit du rayon CD lui sera circonscrit. Ainsi le 
premier sera plus petit que le quarré donné et le second plus grand. 

Si on change de la même manière le triangle rectangle GDF en un 
triangle isoscèle équivalent, on formera par ce moyen un polygone 
régulier de seize côtés, équivalent au quarré proposé. Le cercle 
inscrit dans ce polygone sera plus petit que le quarré, et le cercle 
circonscrit sera plus grand. 

On peut continuer ainsi jusqu'à ce que le rapport entre le rayon 
du cercle inscrit et le rayon du cercle circonscrit diffère aussi peu 
qu'on voudra de l'égalité. Alors l'un et l'autre cercle pourront être 
regardés comme équivalents au quarré proposé. 

Scholie. Voici à quoi se réduit la recherche des rayons succes- 
sifs. Soit a le rayon du cercle inscrit dans Tun des polygones trou- 
vés , h le rayon du cercle circonscrit au même polygone ; soient a' 
et V les rayons semblables pour le polygone suivant qui a un nom- 
bre de côtés double. Suivant ce que nous avons démontré, V est une 
moyenne proportionnelle entre a et j& , et a' est une moyenne pro- 

a-X-h 

portionnelle entre a et — - — ; de sorte qu'on aura V = j/a X ^ > 
2 

eta =J/ a X ^^-^- — 5 ^^^"^^ ^®® rayons a et i& d'un polygone étant 

À 
connus , on en conclut facilement les rayons a! et V du polygone sui- 
vant : et on continuera ainsi jusqu'à ce que la diflPérence entre les 
deux l'ayons soit devenue insensible; alors l'un ou l'autre de ces 
rayons sera le rayon du cercle équivalent au quarré ou au polygone 
proposé. 

Cette méthode est facile à pratiquer en lignes, puisqu'elle se ré- 
duit à trouver des moyennes proportionnelles successives entre 
des lignes connues ; mais elle réussit encore mieux en nombres , et 
c'est une des plus commodes que la géométrie élémentaire puisse 
fournir pour trouver promptement le rapport approché de la cir- 
conférence au diamètre. Soit le côté du quarré = 2, le premier 
rayon inscrit CA sera 1 , et le premier rayon circonscrit CB sera |,/2 
ou 1,4142186. Faisant donc a=l, h = l,41421â6, on trouvera 
fc' =; 1,1892071 , et a' = 1,0986841. Ces nombres serviront à calcu- 
ler les suivants d'après la loi de continuation. 

Voici le résultat du calcul fait jusqu'à sept ou huit chiffres par 
les tables de logarithmes ordinaires. 

Hayons des cercles circonscrits. Rayons des cercles inscrits. 

1,4142186 1,0000000 

1,1892071 1,0986841 

1, 1480500 1,1210868 

1,1820149 1,1265689 

1,1292862 1,1279257 

1,1286068 1,1282657. 



94 UVBK IV. 

Maintenant que la première moitié des chiffres est la même des 
deux côtés , on pourra , au lieu des moyens géométriques , prendre 
les moyens arithmétiques , qui n'en diffèrent que dans les décima- 
les ultérieures. De cette manière l'opération s'abrège beaucoup , et 
les résultats sont : 

1,1284860 , . 1,1288508 

1,1288984 1,1288721 

1,1288827 1,1288774 

1,1288801 1,1288787 

1,1288794 1,1288791 

1,1288792 1,1288792. 

Donc 1,1288792 est à très-peu près le rayon du cercle égal en 
surface au quarré dont le côté est 2. De là il est facile de trouTcr le 
rapport de la circonférence au diamètre : car on a démontré cpie 
la surface du cercle est égale au quarré de son rayon multiplié par 
le, nombre «•; donc, si on divise la surface 4 par le quarré de 
1,1288792 , on aura la valeur de 9r , qui se trouve par ce calcul de 
8,1415926 , etc., comme on l'a trouvée par une autre méthode. 



APPENDICE AU LITRE IT. 

DÉFINITIONS. 

I. On appelle maximum la quantité la plus grande entre toutes 
celles de la même espèce ; minimum la plus petite. ' 

Ainsi le diamètre du cercle est un maximum entre toutes les li- 
gnes qui joignent deux points de la circonférence , et la perpendi- 
culaire est un minimum entre toutes les droites menées d'un point 
donné à une ligne donnée. 

II. On appelle figures isopérimètres celles qui ont des périmètres 
égaux. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

Entre tous les triangles de même base et de même périmètre , le 
triangle maximum est celui dans lequel les deux côtés non déterminés 
0ont égaux, f. 172. 

Soit AC=CB, et AM-}-MB=AC-|-CB ; je dis que le triangle isos- 
cèle AGB est plus grand que le triangle AMB qui a même base et 
même périmètre. 

Du point C comme centre, et du rayon CA = CB , décrive* une 
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circonférence qui rencontre CA prolongé en D ; joignez DB ; 
et l'angle DBA, inscrit dans le demircercle, sera un angle droit 
(15, 2). Prolongez la perpendiculaire DB versN, faites MN=MB, 
et jcTignez AN. Enfin des points M et C abaissez MP et CG , perpendi- 
culaires sur DN. Puisque CB=CD et MN = MB, on a AC -fCB = AD, 
etAM+MB=AM-fMN. Mais AC+CBrsAM+MB ; donc AD = 
AM-f-MN ; donc AD > AN : or si l'oblique AD est plus grande que 
l'oblique AN , elle doit être plus éloignée de la perpendiculaire 
ÀB ; donc DB > BN ; donc BG , qui est moitié de BD (12,1), sera 
plus grande que BP moitié de BN. Mais les triangles ABC , ABM , qui 
ont même base AB , sont entre eux comme leurs hauteurs BG , BP ; 
donc , puisqu'on a BG > BP, le triangle isoscèle ABC est plus grand 
que le non-isoscèle ABM de même base et de même périmètre. 

PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

Entre tous les polygones isopérimètres et d'un même nombre de câ" 
tés, celui qui est un maximum a ses côtés égaux, f. 173. 

t 

Car soit ABCDEFle polygone maximum; si le côté BG n'est pas 
égal à CD, faites sur la base BD un triangle isoscèle BOD qui soit iso- 
périmètre à BCD, le triangle BOD sera plus grand que BCD (pr. 1 ) , 
45t par conséquent le polygone ABODEF sera plus grand que ABCDEF; 
donc ce dernier ne serait pas le maximum entre tous ceux qui ont 
le même périmètre et le même nombre de côtés , ce qui est contre 
la supposition. On doit donc avoir BG=CD : on aura par la même 
raison CD=DE, DE = EF, etc.} donc tous les côtés du polygone 
maximum sont égaux entre eux. 

PROPOSITION III. 

THÉORÈHE. 

De tous les triangles formés avec deux côtés donnés faisant entre eux 
un angle à volonté, le maximum est celui dans lequel les deux côtés 
donnés font un angle droit, f» 174. 

Soient les deux triangles BAC , BAD , qui ont le côté AB com- 
mun, et le côté AG=AD; si l'angle BAG est droit je dis que le 
triangle BAG sera plus grand que le triangle BAD , dans lequel 
l'angle en A est aigu ou obtus. 

Gar la base AB étant la même , les deux triangles BAG , BAD, 
sont comme les hauteurs AG ; DE : mais la perpendiculaire DE est 
plus courte que l'oblique AD ou son égale AG ; donc le triangle BAD 
est plu5 petit que BAG. 



m LIYBE IT. 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈBE. 

J)e tous les polygones fortnés avec des côtés donnés et un dernier à 
volonté, le maximum doit être tel que tous ses angles soient inscrits 
dans une demi-circonférence dont le côté inconnu sera le diamètre, 
f. 175. 

Soit ABCDEF, le plus grand des polygones formés avec les 
côtés donnés AB, BC, CD, DE, EF-, et un dernier AF à volonté ; tirez 
les diagonales AD, DF. Si Tangle ADF n'était pas droit, on pour- 
rait, en conservant les parties ABG), DEF, telles qu'elles sont, aug- 
menter le triangle ADF , et par conséquent le polygone entier , en 
rendant l'angle ADF droit, conformément à la proposition précé- 
dente ; mais ce polygone ne peut plus être augmenté , puisqu'il est 
supposé parvenu à son maximum; donc l'angle ADF est déjà un an- 
gle droit. Il en est de même des angles ABF , ACF , AEF ; donc tous 
les angles A, B, C, D, E, F, du polygone maximum sont inscrits dans 
une demi-circonférence dont le côté indéterminé AF est le dia- 
mètre. 

Scholie, Cette proposition donne lieu à une question; savoir, s'il 
y a plusieurs manières de former un polygone avec des côtés don- 
nés , et un dernier inconnu qui sera le diamètre de la demi-circon- 
férence dans laquelle les autres côtés sont inscrits. Avant de décider 
cette question, il faut observer que si une même corde AB sous-tend 
des arcs décrits de différents rayons AC , AD , /*. 176 , l'angle au cen- 
tre appuyé sur cette corde sera le plus petit dans le cercle dont 
le rayon est le plus grand; ainsi ACB <[ADB. En effet l'angle ADO 
= ACD -j- CAD (19,1); donc ACD < ADO , et en doublant de part 
et d'autre on aura ACB -< ADB. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

// nyaquunemanièrede former le polygone ABCDEF^ avec des côtés 
donnés et un dernier inconnu qui soit le diamètre de la demi-circonfé- 
rence dans laquelle les autres côtés sont inscrits, f. 175. 

Car, supposons qu'ona trouvé un cercle qui satisfasse à la ques- 
tion ; si on prend un cercle plus grand , les cordes AB , BC , CD, etc. , 
répondront à des angles au centre plus petit. La somme de ces an- 
gles au centre sera donc moindre que deux angles droits ; ainsi les 
extrémités des côtés donnés n'aboutiront plus aux extrémités d'un 
diamètre. L'inconvénient contraire aura lieu si on prend un cercle 
plus petit ; donc le polygone dont il s'agit ne peut être inscrit que 
dans un seul cercle. 
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SchoHe. On peut changer à volonté Tordre des côtés AB , BG , 
CD , etc., et le diamètre du cercle circonscrit sera toujours le même , 
ainsi que la surface du polygone ; car, quel que soit Tordre des arcs 
AB , B€ , etc. , il suffit que leur somme fasse la demi-circonférence , 
et le polygone aura toujours la même surface , puisqu'il sera égal 
au demi-cercle moins les segments AB , BG, etc. , dont la somme est 
toujours la même. 

PROPOSITION VL 

THÉOafcKE. 

De tous les polygone» formés avec les eôtés donnés, le maximum esi 
celui qu' on peut inscrire dans un cercle, f. 177. 

Soit ABCDEFG le polygone inscrit, et abcdefg le non-inscrip- 
tible formé avec des côtés égaux, en sorte qu'on ait AB = a6, BC 
= bc y etc. ; je dis que le polygone inscrit est plus grand que Tautre. 

Tirez le diamètre EU ; joignez AM, MB ^ sur a/&= AB faites le trian- 
gle abm égal à ABM , et joignez em, i 

En vertu de la proposition IV, le polygone EFGAM est plus grand 
que efgam, à moins que celni-ci ne puisse être pareillement inscrit 
dans une demi-circonférence dont le côté em serait le diamètre , 
auquel cas les deux polygones seraient égaux en vertu de la propo- 
sition V. Par la même raison le polygone EBGBM est plus grand que 
edcbniy sauf la même exception où il y aurait égalité. Donc le poly- 
gone entier EFGAMBGDE est plus grand que efgambcde, à moins 
qu'ils ne soient entièrement égaux : m^is ils ne le sont pas , puisque 
l'un est inscrit dans le cercle, et que Tautre est supposé non-inscrip- 
tible ; donc le polygone inscrit est le plus grand. Retranchant de 
part et d'autre les triangles égaux ABM , abm , il restera le poly- 
gone inscrit ABGDEFG plus grand que le non-inscriptible abcdefg. 

Scholie. On démontrera, comme dans la proposition Y , qu*il ne 
peut y avoir qu'un seul cercle , et par conséquent qu'un seul poly- 
gone maximum qui satisfasse a la question; et ce polygone serait 
encore de même surface, de quelque manière qu'on changeât l'ordre 
de ses côtés. 

PROPOSITION VIL 

THtORtHB. 

Le polygone régulier est un maximum entre tous les polygoneê iso^ 
périmètres et d'un même nombre de côtés. 

Gar, suivant le théorème II, le polygone maximum a tous ses côtés 
égaux ; et , suivant le théorème précédent, il est inscriptihle dans le 
cercle ; donc ce polygone est régulier . 

IS. 
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PROPOSITION VIII. 

LBHHB. 

Deus angles au centre , mesurés dans deuœ cercles différents^ sont 
entre eux comme les arcs compris divisés par leurs rayons, f. 178. 

Ainsi l'angle C est à Tangle comme le rapport — est au 

DE 
rapport -. 

D'un rayon OF égal à AC décrivez Tare FG compris entre les côtés 

OD , OE , prolongés ; à cause des rayons égaux AC , OF , on aura d'a- 

AB FG 
l)ordC:0::AB:FG(17,2),ou::-r7;:-r7r. Mais à cause des arcs sem- 

FG 
blables FG , DE , on a ( 11 ) FG : DE : : FO : DO ; donc le rapport— est 

DE AB DE 

égal au rapport -—-, et on a par conséquent C : : : — :=-r, 
DO AL» JUU 

PROPOSITION IX. 

THÉORÈME . 

De deux polygones réguliers isopérimètres , celui qui a le plus grand 
nombre de côtés est le plus grand , f, 179. 

Soit DE le demi-côté de l'un des polygones , son centre , OE 
son apothème; soit AB le demi-côté de l'autre polygone, C son 
centre , CB son apothème. On suppose les centres et C situés à une 
distance quelconque OC , et les apothèmes , OE , CB , dans la direc- 
tion OC : ainsi DOE et ACB seront les demi-angles au centre des 
polygones , et comme ces angles ne sont pas égaux , les lignes CA , 
OD, prolongées se rencontreront en un point F ; de ce point abaissez 
sur OC la perpendiculaire FG ; des points et C, comme centres, dé- 
crivez les arcs GI , GH , terminés au côtés OF , CF. 

PT GH 

Cela posé, on aura par le lemme précédent : C :: — : -— •• 

mais DE est au périmètre du premier polygone comme l'angle est 
à quatre angles droite, et ABest au périmètre du second comme 
l'angle C est à quatre angles droits ; donc , puisque les périmètres 

GI GH 
des polygonessontégaux,DE:AB::0:C,ouDE:AB:: — : — . Mul- 

OG CG 
tipliaut les antécédents par OG et les conséquents par CG , on aura 
DEXOG:ABXCG::GI : GH. Mais les triangles semblables ODE, 
OFG, donnent OE : OG :: DE : FG , d'où résulte DEXOG=OEXFG ; on 
aura de même ABXCG=CBXFG; donc OEXFG:CBXFG::GI:GH, 
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OU OE : CB :: 61 : GH. Si donc on fait voir que Tare 61 est plus grand 
que Tare 6H, il ne suivra que Fapothême OE est plus grand que OB. 

De l'autre côté de GF soit faite la figure CK^ entièrement égale 
à la figure G6:r , de sorte qu'on ait GK = C6 l'angle HGK = HC6 , et 
l'arc K2?=:r6;la courbe K^G enveloppera l'arc KHG, et sera plus 
grande que cet arc (9). Donc 6^ , moitié de la courbe, est plus 
grande que GH moitié de l'arc ; donc , à plus forte raison , GI est 
plus grand que GH. 

Il résulte de là -que l'apothème OE est plus grand que GB : mais 
les deux polygones ayant même périmètre sont entre eux comme 
leurs apothèmes (7); donc le polygone qui a pour demi-côté DE 
est plus grand que celui qui a pour demi-côté AB : le premier a 
le plus de côtés , puisque son angle au centre est le plus petit ; donc 
de deux polygones réguliers isopérimètres , celui qui a le plus de 
côtés est le plus grand. 

PROPOSITION X. 

THÉOBtaB. 

Le cercle est plus grand que t(mf polygone isopérimètre ^ f. 180. 

Il est déjà prouvé que de tous les polygones isopérimètres et d'un 
même nombre de côtés le polygone régulier est le plus grand ; ainsi 
il ne s'agit plus que de comparer le cercle à un polygone régulier 
quelconque isopérimètre. Soit AI le demi-côté de ce polygone , G 
son centre. Soit dans le cercle isopérimètre l'angle DOEzsAGI , et 
conséquemment l'arc DE égal au demi-côté AI. Le polygone P est 
au cercle G comme le triangle AGI est au secteur ODE, ainsi on aura 
P : G :: ^AIXCI : ^DEXOE :: GI : OE. Soit menée au point Rla tangente 
£G qui rencontre OD prolongé en G ; les triangles semblables AGI , 
GOE, donneront la proportion GI:OE:: AI ouDE:GE; donc P: G:: 
DE : GE , ou comme DEX|OE qui est la mesure du secteur DOE est à 
GEX ^^E qui est la mesure du triangle GOE : or le secteur est plus 
petit que le triangle ; donc P est plus petit que G , donc le cercle est 
plus grand que tout polygone isopérimètre. 



LIVRE Y. 

LES PLANS ET LES ANGLES SOLIDES. 

DÉFINITIOHS. 

I. Une ligne droite esiperpendiculaire à un plan, lorsqu'elle est 
perpendiculaire à toutes les droites qui passent par son pied dan» 
le plan (pr. 4). Réciproquement le plan est perpendiculaire à 1» 
ligne. 

Le pied de la perpendiculaire est le point où cette ligne rencon- 
tre le plan. 

II. Une ligne est parallèle à un plan, lorsqu'elle ne peut le ren- 
contrer à quelque distance qu'on les prolonge l'un et Fautre. Réci- 
proquement le plan est parallèle à la ligne. 

III. l^evLX plana sont parallèles entre eux , lorsqu'ils ne peuvent se 
rencontrer à quelque distance qu'on les prolonge l'un et l'autre. 

rv. 11 sera démontré ( pr. 3) que Fintersection commune de deux 
plans qui se rencontrent est une ligne droite : cela posé , l'angle ou 
l'inclinaison mutuelle de deux plans est la quantité plus ou moins 
grande dont ils sont écartés l'un de l'autre ; cette quantité se me- 
sure (pr. 7 ) par l'angle que font entreelles les deux pwpendiculai- 
rcs menées dans chacun de ces plans au même point de l'intersection 
commune. 

Cet angle peut être aigu , droit , ou obtus. 

V. S'il est droit, les devLx plans sont perpendiculaires entre eux. 

VI. An^ie solide est l'espace angulaire compris entre plusieurs 
plans qui se réunissent en un même point. 

Ainsi l'angle solide S est formé par la réunion desplans ASB, ESC, 
CSD,DSA,/'. 199. 
Il faut au moins trois plans pour former un angle solide. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

Une ligne droite ne peut être en partie dans un plan, en partie aU' 
dehors. 

Car , suivant la définition du plan , dès qu'une ligne droite a deux 
points communs avec un plan , elle est tout entière dans ce plan. 
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Scholi^, Pour reoonnaitre si une surface est plane , il faut appli- 
quer une ligne droite en différents sens sur cette surface , et voir si 
elle touche la surface dans toute son étendue. 

PROPOSITION IL 

TBiOatKE. 

Deux lignes droites qui se coupent sont dans un même plan, et en 
déterminent la position , f. 181. 

Soient AB, AC, deux lignes droites qui se coupent en A : on peut 
concevoir un plan où se trouve la ligne droite AB ; si ensuite on fait 
tourner ce plan autour de AB , jusqu'à ce qu'il passe par le point 
G, alors la ligne AC, qui a deux de ses points A et G dans ce plan , 
y sera toute entière , donc la position de ce plan est déterminée par 
la seule condition de renfermer les deux droites AB , AG. 

Corollaire I. Un triangle ABG , ou trois points A , B , G , non en li- 
gne droite , déterminent la position d'un plan. 

Corollaire II. Donc aussi deux parallèles AB, GD, déterminent la 
position d'un plan ; car si on mène la sécante EF , le plan des deux 
droites AE, EF , sera celui des parallèles AB , GD, f. 182. 

PROPOSITIOIÎ m. 

THÉORÈHE. 

Si deux plans se coupent, leur intersection commune sera une ligne 
droite, 

Gar , si dans les points communs aux deux plans ou en trouvait 
trois qui ne fussent pas en ligne droite, les deux plans dont il s'agit, 
passant chacun par ces trois points, ne feraient qu'un seul et même 
plan (2) , ce qui est coi\tre la -supposition. 

PROPOSITION iv. 

THÉORÈME. 

Si une ligne droite AP est perpendiculaire à deux autres PB, PG, 
qui se croisent à sou pied dans le plan MN , elle sera perpendiculaire à 
une droite quelconque PQ menée par son pied dans le même plan, et 
ainsi elle sera perpendiculaire au plan HN , /*. 188. 
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Par un point Q , pris à volonté sur PQ, tirez la droite BC dans 
l'angle BPC, de manière que BQ=QC (prob. 5, liv. 8) : joignez AB, 
,AQ,AC. 

La base BG étant divisée en deux parties égales au point Q , le 
triangle BPC donnera (14, 8), 

TC+PB=2PQ+2QC? 
Le triangle BAC donnera pareillement, 

Ixf4-ÂB==2AQ+2QC. 
Retranchant la première égalité de la seconde , et observant que 

les triangles APC , APB , tous deux rectangles en P , donnent AG — 

PC =ÂP^, etÂS*— li^=ÂP ; on aura , 

Âp'U-IpIrzâAC^-SPQ! 

Donc , en prenant les moitiés de part et d'autre , on a AP= AQ — 

PQ,^ouÂQ^=ÂP+ PQ, donc le triangle APQ est rectangle enP (18,8); 
donc AP est perpendiculaire à PQ . 

Schoîie. On voit par là, non-seulement qu'il est possible qu'une 
ligne droite soit perpendiculaire à toutes celles qui passent par son 
pied dans un plan , mais que cela arrive toutes les fois que cette li- 
gne est perpendiculaire à deux droites menées dans le plan ; c'est 
ce qui démontre la légitimité de la définition I. 

Corollaire I. La perpendiculaire AP est plus courte qu'une obli- 
que quelconque AQ ; donc elle mesure la vraie distance du point A 
au plan PQ. 

Corollaire IL Par un point P donné sur un plan , on ne peut éle- 
ver qu'une seule perpendiculaire à ce plan; car si on pouvait élever 
deux perpendiculaires par le même point P , conduisez , suivant ces 
deux perpendiculaires , un plan dont l'intersection avec le plan MW 
soit PQ ; alors les deux perpendiculaires dont il s'agit seraient per- 
pendiculaires à la ligne PQ , au même point et dans le même plan , 
ce qui est impossible. 

Il est pareillement impossible d'abaisser d'un point donné hors 
d'un plan deux perpendiculaires à ce plan ; car soient AP, AQ, ces 
deux perpendiculaires , alors le triangle APQ aurait deux angles 
droits APQ, AQP, ce qui est impossible. 
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PROPOSITION V. 

THÉOBÈHE. 

Les obliques également éloignées de la perpendiculaire sont égales; 
et, de deux obliques inégalement éloignées de la perpendiculaire, celle 
qui s'en éloigne le plus est la plus longue , f « 1 84. 

Car les angles APB , APC , APD étant droits , si on suppose les di- 
stances PB, PC, PD, égales entre elles , les triangles APB, APC, APD, 
auront un angle égal compris entre côtés égaux ; donc ils se- 
ront égaux ; donc les hypoténuses ou les obliques AB , AC , AD , 
seront égales entre elles. Pareillement , si la distance PE est plus 
grande que PD ou son égale PB, il est clair que Tobliqûe A£ sera plus 
grande que AB , ou son égale AD. 

Corollaire, Toutes les obliques égales AB, AC, AD , etc. , aboutis- 
sent à la circonférence BCD , décrite du pied de la perpendiculaire 
P comme centre; donc étant donné un point A hors d'un plan, si 
on veut trouver sur ce plan le point P où tomberait la perpendicu- 
laire abaissée de A , il faut marquer sur ce plan trois points B, C, D, 
également éloignés du point A , et chercher ensuite le centre du 
cercle qui passe par ces points ; ce centre sera le point cherché P. 

Scholie. L* angle ABP est ce qu'on appelle F inclinaison de Vobli- 
que AB sur le plan MN ; on voit que cette inclinaison est égale pour 
toutes les obliques AB, AC, AD, etc. , qui s'écartent également de 
la perpendiculaire ; car tous les triangles ABP, ACP, ADP, etc. , 
sont égaux entre eux. 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

5otf AP une perpendiculaire au plan MN et BC une ligne située dans 
ce plan; si du pied P de la perpendiculaire on abaisse PD perpen. 
diculaire sur BC , et qu'on joigne AD, je dis que AD sera perpendi- 
culaire d BC , f. 188. 

Prenez DB = DC , et joignez PB , PC , AB , AC : puisque DB = DC^ 
l'oblique PB = PC; et par rapport à la perpendiculaire AP, puis- 
que PB = PC, l'oblique AB = AC(S); donc la ligue AD a deux de 
ses points A et D également distants des extrémités B et C ; donc AD 
est perpendiculaire sur le milieu de BC. 

Corollaire» On voit en même temps que BC est perpendiculaire au 
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flan APD, puisque BC est perpendiculaire à-la-fois aux deux droi- 
tes AD, PD. 

Scholie. Les deux lignes A£, BC , offrent l'exemple .de deux lignes 
qui ne se rencontrent point, parce qu'elles ne sont pas situées dans 
un même plan. La plus courte distance de ces lignes est la droite 
PD, qui est à-lafois perpendiculaire à la ligne AP et à la ligne BC, 
La distance PD est la plus courte entre ces deux lignes ; car si on 
joint deux autres points , comme A et B , on aura AB >^ AD , AD ^ 
PD ; donc , à plus forte raison , AB > PD. 

Les deux lignes A£, CB , quoique non situées dans un même plan, 
sont sensées faire entre elles un angle droit ,, parce que AD et la pa- 
rallèle menée par un de ses points à la ligne BC feraient entre elles 
un angle droit. De même la ligne AB etla ligne PD, qui représentent 
deux droites quelconc^ues non situées dans le même plan , sont cen- 
sées faire entre elles le même angle que ferait avec AB la parallèle 
à PD menée par un des points de AB. 

PROPOSITION VII. 

TUÉORtME. 

Si la ligne AP est perpendiculaire au plan HN , toute ligne DE paral- 
lèle à A.V sera perpendiculaire au même plan, f. 186. 

Suivant les parallèles AP , DE , conduisez un plan dont Tinter- 
section avecleplau MN sera PD ; dans le plan MN menez BC perpen- 
diculaire à PD, et joignez AD. 

Suivant le corollaire du théorème précédent , BC est perpendi- 
culaire au plan APDE; donc Tangle BDE est droit : mais l'angle 
EDP est droit aussi, puisque AP est perpendiculaire à PD, et que 
DE est parallèle à AP; donc la ligne DE est perpendiculaire aux 
deux droites DP, DB ; donc elle est perpendiculaire à leur plan MN. 

Corollaire I. Réciproquement si les droites AP , DE sont perpen- 
diculaires au même plan MN, elles seront parallèles; car si elles 
ne l'étaient pas , conduisez par le point D une parallèle à AP, cette 
parallèle sera perpendiculaire au planMN ; donc on pourrait, par 
un même point D , élever deux perpendiculaires à un même plan , ' 
ce qui est impossible (-4). 

Corollaire II. Deux lignes Aet B, parallèles à une troisième C, 
sont parallèles entre elles ; car imaginez un plan perpendiculaire à 
la ligne C , les lignes A et B , parallèles à cette perpendiculaire, se- 
ront perpendiculaires au même plan ; donc , par le corollaire pré- 
cédent , elles seront parallèles entre elles. 
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Il est entendu que les trois lignes ne sont pas dans le ineme plan, 
'Sans quoi la proposition serait déjà connue ( âo , 1 ). 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME, 

Si la ligne AB est parallèle à une droite CD menée dans le plan MN, 
elle sera parallèle à ce plan, f. ÏB7. 

Car si la ligne AB , qui est dans le plan ABGD , rencontrait le plan 
MN , ce ne pourrait être qu'en quelque point de la ligue CD , inter- 
section commune des deux plans : or, AB ne peut rencontrer GB , 
puisqu'elle lui est parallèle ; donc elle ne rencontrera pas non plus 
le plan MN , donc elle est parallèle à ce plan ( déf. 2 ). 

PROPOSITION IX. 

THÉORÈME, 

Deux plana MN , PQ, perpendiculaires à une même droite AB , sont 
parallèles entre eux , î. IQQ. 

Car s'ils se rencontraient quelque part , soit un de leurs points 
communs , et joignez OA , OB ; la ligne AB , perpendiculaire au plan 
MN , est perpendiculaire à la droite OA menée par son pied dans ce 
plan ; par la même raison AB est perpendiculaire à BO ; donc OA 
et OB seraient deux perpendiculaires abaissées du même point 
sur la mêm^ ligne droite , ce qui est impossible ; donc les plans MN, 
PQ ne peuvent se rencontrer ; donc ils sont parallèles, 

PROPOSITION X. 

THÉORÈME, 

Les intersections EF, GH , de deux plans parallèles MN , PQ ,par un 
troisième plan FG, st>nt parallèles , f. 189. 

Car si les lignes EF , GH , situées dans un même plan , ne sont pas 
parallèles , prolongées elles se rencontreront ; donc les plans MN , 
PQ , dans lesquels elles sont , se rencontreraient aussi ; donc ils ne 
seraient pas parallèles. 
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PROPOSITION IX. 

TDÉOBÊME. 

Jm ligne AB , perpendiculaire au plan MN , est perpendiculaire au 
plan VQ parallèle à MN , /•. 188. 

Ayant tiré à volonté la ligne BC dans le plan BQ , suivant AB et 

AC, conduisez un plan ABC dont Fintersection avec le plan MN soit 

AD , l'intersection AD sera parallèle à BC ( 10) ; mais la ligne AB , 
perpendiculaire au plan MN est perpendiculaire à la droite AD ; 
donc elle sera aussi perpendiculaire à sa parallèle BC ; et puisque 
la ligne AB est perpendiculaire à toute ligne BC menée par son pied 
dans le plan PQ , il s'ensuit qu'elle est perpendiculaire au planPQ. 

PROPOSITION XII. 

TUÉORftXE. 

Les parallèles EG , FH , comprises entre deux plans parallèles MN , 
VQ ^ sont égales , f. 189. 

Par les parallèles EG , FH , faites passer le plan CGHF, qui rencon- 
trera les plans parallèles suivant EFetGH. Les intersections EF , GH , 
sont parallèles entre elles (10), ainsi que EG, FH ; donc la figure 
EGHFestun parallélogramme; donc EG=:FH. 

Corollaire, Il suit de là que deux plans parallèles sont partout à 
égale distance ; car si EG et FH sont perpendiculaires aux deux plans 
MN,PQ, elles seront parallèles entre elles (7); donc elles sont égales. 

PROPOSITION XIII. 

nÉORÊHE. 

Si deux angles CAE , DBF , non situés dans le même plan , ont leurs 
côtés parallèles et diHgés dans le même sens, ces angles seront égaux 
et leurs plans seront parallèles , f. 190. 

Prenez AC = BD, AE=BF, et joignez CE, DF, AB, CD, EF. Puis- 
que AC est égale et parallèle k BD , la figure ABDC est un parallélo- 
gramme (31,1); donc CD estégale et parallèle à AB. Par une raison 
semblable EF est égale et parallèle à AB , donc aussi CD est égale et 
parallèle à EF, la figure CEFD est donc un parallélogramme, et ainsi 



UVRB V. 107 

le côté CE est égal et parallèle à DF ; donc les triangles CA.£ , DBF , 
sont équilatéraux entre eux; donc Fangle CAS = DBF. 

£n second lieu je dis que le plan AGE est parallèle au plan BDF ; 
car, supposons que le plan parallèle à BDF, mené par le point A, 
rencontre les lignes CD , EF en d'autres points que C et E , par exem- 
ple en G et H ; alors , suivant la proposition xii , les trois lignes AB , 
CD , FH , seront égales : mais les trots AB , CD , EF , le sont déjà ; donc 
- on aurait CD=:GD, et FH=EF, ce qui est absurde; donc le plan 
AGE est parallèle à BDF. 

Corollaire. Si les deux plans parallèles MN , PQ, sont rencontrés 
par deux autres plans CABD , EABF , les angles CAE , DBF, formés par 
les intersections des plans parallèles, seront égaux ; car l'intersec- 
tion AC est parallèle à BD (10), AE Test à BF, donc Fangle CAE 
=DBF. 

PROPOSITION XIV. 

TII&ORÈHS. 

Si trois droites AB , CD , EF , non situées dans le même plan sont 
éyales et parallèles , le» triangles ACE , BDF , formés de part et d'autre 
enjoignant les extrémités de ces droites, seront égaux , et leurs plans 
seront parallèles , f. 190. 

Car puisque AB est égale et parallèle à CD , la figure ABDC est un 
parallélogramme ; donc le côté ACest égal et parallèle à BD. Par une 
raison semblable les côtés AE, BF, sont égaux et parallèles, ainsi 
que CE , DF ; donc les deux triangles AGE , BDF , sont égaux : on prou- 
vera d'ailleurs, comme dans la proposition précédente, que leurs 
plans sont parallèles. 

PROPOSITION XV. 

THÉORÊKE. 

Deux droites comprises entre Jrois plans parallèles , sont coupées 
en parties proportionnelles, f. 191. 

Supposons que la ligne AB rencontre les plans parallèles MN , 
PQ , RS , en A , E , B , et que la ligne CD rencontre les mêmes plans 
enC, F, D; je dis qu'on aura AE : EB :: CF : FD. 

Tirez AD qui rencontre le plan PQ en G , et joignez AC , EG , GF , 
BD; les intersection EG, BD, des plans parallèles PQ, RS, par le 
plan ABD , sont parallèles ( 10 ) ; donc AE : EB : : AG : GD ; pareillç- 
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ment les intersections AG , GF , étant parallèles , on a AG : GD : : 
GF : FD j donc , à cause du rapport commun , AG : GD , on aura A£ : 
EB::CF:FD. 

PROPOSITION XVI. 

THÉORtal£. 

iSoitABCJ^ un quadrilatère quelconque situé ou non situé dans un 
même plan; si on coupe les côtés opposés proportionnellement par deux 
droites EF, GH , de sorte quon ait AE : EB :: DF : FG , et BG : GG :l 
AH ; HD; je dis que les droites EF , GH , se couperont en un point M , d& 
manière qu'on aura HM : MG :: AE :EB , et EM : MF :: AH : HD, f, 192. 

Gonduisez suivant AD un plan quelconque A6HcD qui ne passe 
pas suivant GH ; par les points E , B , G , F , menez à GH les parallèles 
Ee, Bj&, QkCy ¥f, qui rencontrent ce plan en e, b, c, f, A cause des 
parallèles B6,GH, Gc (15, â),onaura i6H: Hc::BG : GG :: AH : HD ; 
donc (20, â)les triangles AHZ>, DHc, sont semblables. On aura en- 
suite ke : eh :: AE : EB ^ et D/*: fc :; DF : FG 5 donc keieh :: Bfifc, ou,. 
componendo, ke iHfii kb : De; mais, à cause des triangles sembla- 
bles AHZ», DHc, on a Aj&: Do:: AH:HD; donc Ac : D/":: AH : HD: d'ail- 
leurs les triangles kRb, cHD, étant semblables, rangleHAe=HD/V 
donc les triangles kEe, DH/*, sont semblables (20, S) , donc Tangle 
AHersDH/*. 11 s'ensuit d'abord que eEf est une ligne droite, et 
qu'ainsi les trois parallèles Ee , GH , F/", sont situées dans un même 
plan , lequel contiendra les deux droites EF , GH ; donc celles-ci doi- 
vent se couper en un point M. Ensuite, à cause des parallèles Ee, MH, 
F/-, on aura EM : MF :: eH : H/*:: AH : HD. 

Par une construction semblable , rapporté au côté AB,on dé- 
montrerait que HM : MG :: AE : EB. 

PROPOSITION XVIL 

TUÉORÊNE. 

L'angle compris entre les deux plans M AN , lÛ.kV ^ peut être mesuré, 
conformément à la définition, par l'angle NAP que font entre elles les 
deux perpendiculaires AN , AP, menées dans chacun de ces plans à 
ï intersection commune AM , f. 19B. 

Pour démontrer la légitimité de cette mesure, il faut prouver, 
1* qu'elle est constante, ou qu'elle serait la même en quelque point 
de l'intersection commune qu'on menait les deux perpendiculaires. 

En effet, si on prend un autre point M, et «Ju'on mène MG dans le 
plan MN , et MB dans le plan MP , perpendiculaires à l'intersection 
commune AMj puisque MB et AP sont perpendiculaires à une même 
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ligne AM , elles sont parallèles entre elles. Par la même raison MC 
estparallèleà AW;doncrangleBMC = PAW(13); donc il est indif- 
férent de mener les perpendiculaires au point M ou au point A ; l'an- 
gle compris sera toujours le même. 

^•11 faut prouver que si l'angle des deux plans augmente ou di- 
minue dans un certain rapport, l'angle PAN augmentera ou dimi- 
nuera dans le même rapport. 

Dans le plan PAN décrivez du centre A et d'un rayon à volonté 
l'arc NDP , du centre M et d'un rayon égal décrivez Tare CEB , tirez 
AD à volonté; les deux plans PAN, BMC, étant perpendiculaires à 
une même droite MA , seront parallèles (9) ; donc les intersections 
AD, ME, de ces deux plans par un troisième AMD, seront parallèles ; 
donc l'angle BME sera égal à PAD ( 13 ). 

Appelons pour un moment coin l'angle formé par deux plans MP, 
MN ; cela posé, si l'angle DAP était égal à DAN , il est clair que le 
coin DAMP serait égal au coin DAMN ; car la base PAD se placerait 
exactement sur son égale DAN , la hauteur AM serait toujours la 
même ; donc les deux coins coïncideraient l'un avec l'autre. On voit 
de même que si l'angle DAP était contenu un certain nombre de fois 
juste dans l'angle PAN , le coin DAMP serait contenu autant de fois 
dans le coin PAMN. D'ailleurs du rapport en nombre entier à un 
rapport quelconque la conclusion est ligitime , et a été démontrée 
dans une circonstance tout- à-fait semblable (17,2); donc quel que 
soit le rapport de l'angle DAP à l'angle PAN, le coin DAMP sera dans 
ce même rapport avec le coin PAMN donc l'angle NAP peut être pris 
pour la mesure du coin PAMN , ou de l'angle que font entre eux les 
deux plans MAP , MAN. 

Scholie, Il egL des angles formés par deuxplans comme des an- 
gles formés par deux droites. Ainsi lorsque deux plans se traver- 
sent mutuellement , les angles opposés au sommet sont égaux , et 
les angles adjacents valent ensemble deux angles droits ; donc si un 
pian est perpendiculaire à un autre, celui-ci est perpendiculaire 
au premier. Pareillement dans la rencontre des plans parallèles 
par un troisième plan , il existe les mêmes égalités et les mêmes 
propriétés que dans la rencontre des deux lignes parallèles par 
une troisième ligne. 
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PROPOSITION XVIII. 

THÉORÈME. 

La ligne AP étant perpendiculaire au pian MN , tout plan APB , con- 
duit suivaut AP y sera perpendiculaire au plan MN, /*. 19-4. 

Soit BG rintersection des plans AB , MN ; si dans le plan MN on 
mène DE perpendiculaire à BP , la ligne AP , étant perpendiculaire 
au plan MN , sera perpendiculaire à chacune des deux droites BC, 
DE : mais Fangle APD, formé par les deux perpendiculaires PA, 
PD, à l'intersection commune BP, mesure Tangle des deux plans AB, 
MN; donc, puisque cet angle est droit , les deux plans sont perpen- 
diculaires entre eux (déf. 5). 

Scholie, Lorsque trois droites , telles que AP , BP, DP , sont per- 
pendiculaires entre elles, chacune de ces droites est perpendiculaire 
au plan des deux autres et les trois plans sont perpendiculaires 
entre eux. 

PROPOSITION XIX. 

THÉOaiHE. 

- Si le plan AB, est perpendiculaire au plan MN, et que dans le plan 
AB on mène la ligne PA perpendiculaire à V intersection commune PB, 
je dis que PA sera perpendiculaire au plan MN, f. 194. 

Car si dans le plan MN on mèneTD perpendiculaire à PB , l'angle 
APD sera droit , puisque les plans sont perpendiculaires entre eux ; 
donc la ligne AP est perpendiculaire aux deux droites PB, PD ; donc 
elle est perpendiculaire à leur plan MN. 

Corollaire. Si le plan AB perpendiculaire au plan MN , et que par 
un point P de l'intersection commune on élève une perpendicu- 
laire au plan MN , je dis que cette perpendiculaire sera dans le plan 
AB; car, si elle n'y était pas, on pourrait mener dans le plan AB 
une perpendiculaire AP à l'intersection commune BP, laquelle se- 
rait en même temps perpendiculaire au plan MN ; donc au même 
point P il y aurait deux perpendiculaires au plan MN; ce qui est im- 
possible(4). 
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PROPOSITION XX. 

THÊORfeME. 

Si deux plans AB , AD , sont perpendiculaires à un troisième MN , 
leur intersection commune AP sera perpendiculaire à ce troisième 
plan, f. 194. 

Car si parle point P on élève une perpendiculaire au planMN , 
cette perpendiculaire doit se trouver à-Ia-fois dans le plan AB et 
dans le plan AD (cor. 19) ; donc elle est leur intersection commune 
AP. 

PROPOSITION XXÏ. 

THÉORÊIE. 

Si un angle solide est formé par trois angles plans , la somme de 
deux quelconques de ces angles sera plus grande que le troisième, £.195. 

Il n'y a lieu à démontrer la proposition que lorsque Tangle plan 
qu'on compare à la somme des deux autres est plus grand que cha- 
cun de ceux-ci. Soit donc l'angle solide S formé par trois angles 
plans ASB, ASC, BSG, et supposons que l'angle ASB soit le plus 
grand des trois ; je dis qu'on aura ASB < ASC -|- BSC. 

Dans le plan ASB faites l'angle BSD = BSC, tirez à volonté la 
droite ADB; et, ayant prisSC = SD, joignez AC, BC. 

Les deux côtés BS , SD , sont égaux aux deux BS , SG , l'angle BSD 
= BSC ; donc les deux triangles BSD , BSC sont égaux ; donc BD :=: 
BC. Mais on a AB <[ AC -|- BC ; retranchant d'un côté BD , et de l'au- 
tre son égale BC , il restera AD "< AC. Les deux côtés AS , SD , sont 
égaux aux deux AS , SC , le troisième AD est plus petit que le troi- 
sièmeAC; donc (10, l)rangleASD <ASC. Ajoutant BSD=BSC, on 
aura ASD -f BSD ou ASB < ASC + BSC. 

PROPOSITION XXII. 

THÉORÈXE. 

Im somme des angles plans qui forment un angle solide, est toujours 
moindre que quatre angles droits, f. 196. 

Coupez l'angle solide S par un plan quelconque ABCDE; d'un 
point pris dans ce plan menez à tous les angles les lignes OA , OB , 
OC,OD, OE,/-. 196. 
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La .somme des angles des triangles ASB, BSC , etc. , formés au- 
tour du sommet S , équivaut à la somme des angles d'un pareil nom* 
bre de triangles AOB, BOC , etc. , formés autour du sommet 0. Mais 
au point B les angles ABO , OBG , pris ensemble , fout l'angle ABC 
plus petit que la somme des angles ABS, SBC (21 ); de même au 
point C on a BCO + OCD < BCS -f SCD ; et ainsi à tous les angles du 
polygone ABCDE. Il suit de-là que dans les triangles dont le som<- 
met est en 0, la somme des angles à la base est plus petite que la 
somme des angles à la base dans les triangles dont le sommet est en 
S ; donc , par compensation, la somme des angles formés autour du 
point est plus grande que la somme des angles autour du point S. 
Mais la somme des angles autour du point est égale à l}uatre an- 
gles droits (o, 1 ) ; donc la somme des angles plans qui forment l'an- 
gle solide S est moindre que quatre angles droits. 

Scholie, Cette démonstration suppose que l'angle solide est con- 
vexe, ou que le plan d'une face prolongée ne peut jamais couper 
l'angle solide ; s'il en était autrement , la somme des angles plans 
n'aurait plus de bornes et pourrait être d'une gra'ndeur quelconque, 

PROPOSITION XXIII. 

TnÉORÈME. 

Si deuw angles solides sont composés de trois angles plans égaus 
Kihacun à chacun, les plans dans lesquels sont les angles égaux seront 
'également inclinés entre eux, f. 197. 

Soit l'angle ASC = DTF, l'angle ASB = DTE, et l'angle BSC = 
ETF ; je dis que les deux plans ASC , ASB , auront entre eux une in- 
clinaison égale à celle des plans DTF , DTE. 

Ayant pris SB à volonté , menez BO perpendiculaire au planÂSC; 
du point , où cette perpendiculaire rencontre le plan, menez OA , 
OC, perpendiculaires sur SA, SC; joignez AB, BC; prenez ensuite 
TE= SB; menez EP perpendiculaire sur le plan DTF; du point P 
menez PD , PF , perpendiculaires sur TD , TF ; enfin joignez DE, EF. 

Le triangle SAB est rectangle en A, et le triangle TDEenD(6), 
et puisque l'angle ASB = DTE, on a aussi SBA=TED, D'ailleurs 
SB = TE ; donc le triangle SAB est égal au triangle TDE (5,1); donc 
SA = TD , et AB = DE. On démontrera semblablement que SC = TF , 
etBC = EF. Cela posé , le quadrilatère SAOC est égal au quadri- 
latère TDPF; car posant l'angle ASC sur son égal DTF, à cause de 
SA = TD et SC = TF , le point A tombera en D et le point C en F. En 
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même temps AO , perpendiculaire à SA , tombera sur DP perpendi- 
culaire à TD , et pareillement OC sur PF ; donc le point tombera 
sur le point P, eton aura AO=DP. Mais les triangles AOB,DPE, 
sont rectangles en etP, l'hypoténuse AB = DE, et le côté A0 = 
DP; donc ces triangles sont égaux (18, 1); donc l'angle OAB = 
PDE. L'angle OAB est l'inclinaison des deux plans ASB, ASC; Fan* 
glePDEest celle des deuxplansDTE, DTF; donc ces deux inclinaisons 
sont égales entre elles. 

Il faut observer cependant que l'angle A du triangle rectangle 
OAB n'est proprement l'inclinaison des deux plans ASB, ASC, que 
lorsque la perpendiculaire 60 tombe , par rapport à SA , du même 
côté que SC ; si elle tombait de l'autre côté , alors l'angle des deux 
plans serait obtus, et, joint à Tangle A du triangle OAB , il ferait 
deux angles droits. Mais dans le même cas l'angle des deux plans 
TDE, TDF, serait pareillement obtus , et, joint à l'angle D du trian- 
gle DPE , il ferait deux angles droits ; donc , comme l'angle A serait 
toujours égal à D, on conclurait de même que l'inclinaison des 
deux plans ASB, ASC, est égale à celle des deux plans TDE, TDF. 

Scholie, Si deux angles solides sont composés de trois angles plans 
égaux chacun à chacun , et qu'en même temps les angles égaux ou 
homologues soient disposés de la même manière dans les deux an- 
gles solides , alors ces angles seront égaux , et posés l'un sur l'autre 
ils coïncideront. En effet on a déjà vu que le quadrilatère SAOC peut 
être placé sur son égal TDPF ; ainsi en plaçant SA sur TD , SC tombe 
sur TF, et le point sur le point P. Mais, à cause de l'égalité des 
triangles AOB , DPE , la perpendiculaire OB au plan ASC est égale 
à la perpendiculaire PE au plan TDF; de plus ces perpendiculaires 
sont dirigées dans le même sens; donc le point B tombera sur le point 
E , la ligne SB sur TE , et les deux angles solides coïncideront en- 
tièrement l'un avec l'autre. 

Cette coïncidence cependant n'a lieu qu'en supposant que les an- 
gles plans égaux sont disposés de lamême manière dans les deux angles 
solides ; car si les angles plans égaux étaient disposés dans un ordre 
inverse^ ou, ce qui revient au même, si les perpendiculaires OB, PE, 
au lieu d'être dirigées dans le même sens par rapport aux plans 
ASC , DTF , étaient dirigées en sens contraires , alors il serait impos- 
sible de faire coïncider les deux angles solides l'un avec l'autre. Il 
n'en serait cependant pas moins vrai , conformément au théorème , 
que les plans dans lesquels sont les angles égaux seraient égale- 
ment inclinés entre eux; de sorte que les deux angles solides seraient 
égaux dans toutes leurs parties constituantes, sans néanmoins pou- 
voir être superposés. Cette sorte d'égalité , qui n'est pas absolue ou 
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de superposition , mérite d'être distinguée par une dénomination 
particulière : nous l'appellerons égalité par symétrie. 

Ainsi les deux angles solides dont il s'agit, qui sont formés par 
trois angles plans égaux chacun à chacun, mais disposés dans un or- 
dre inverse, s'appelleront angles égaux par symétrie, ou simplement 
angles symétriques, 

La même remarque s'applique aux angles solides formés de plu» 
de trois angles plans : ainsi un angle solide formé par les angles 
plans A, B, C, D, E, et un autre angle solide iFormé par les mêmes 
angles dans un ordre inverse A, E, D, C, B, peuvent être tels que 
les plans dans lesquels sont les angles égaux soient également in- 
clinés entre eux. Ces deux angles solides, qui seraient égaux sans 
que la superposition futpossible, s'appelleront a»flf/e< solideségaux 
par symétrie, OMnngles solides symétriques. 

Dans les figures planes il n'y a point proprement d'égalité par 
symétrie , et toutes celles qu'on voudrait appeler ainsi seraient 
des égaliés absolues ou de superposition : la raison en est qu'on 
peut renverser une figure plane , et prendre indiflPéremmênt le des- 
sus pour le dessous. Il en est autrement dans les solides où la troi- 
sième dimension peut être prise dans deux sens différents. 

PROPOSITION XXIV. 

PROBLÊXE. 

Etant donnés les trois angles plans qui forment un angle solide^ 
trouver par une construction plane l'angle que deux de ces plans font 
entre eux, £.198. 

Soit S l'angle solide proposé , dans lequel on connaît les trois 
angles plans ASB, ASC4, BSC; on demande l'angle que font entre eux 
deux de ces plans, par exemple les plans ASB, ASC. 

Imaginons qu'on ait fait la même construction que dans le théo* 
rême précédent, l'angle OAB serait l'angle requis». Il s'agit donc 
de trouver le même angle par une construction plane ou tracée sur 
un plan. 

Pour cela faites sur un plan les angles B'SA, ASC, B''SC, égaux aux 
angles BSA, ASC, BSC, dans la figure solide; prenez B'S et B"S égaux 
chacun à BS de la figure solide ; des points B' et B" abaissez B'A et 
B"C perpendiculaires sur SA et SC , lesquelles se rencontreront en 
un point 0. Du point A comme centre et du rayon AB' décrivez la 
demi-circonférence B'i&E; au point élevez sur B'E la perpendicu- 
laire Ob , qui rencontre la circonférence en b , joignez A^ et l'angle 
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£A6 sera rincUnaison cherchée des deux plans ASC, ASB, dans 
l'angle solide. 

Tout se réduit à faire voir que le triangle XOb de la figure plane 
est égal au triangle AOB de la figure solide. Or les deux triangles 
B'SA, BSA, sont rectangles eu A, les angles en S sont égaux ; donc 
les angles en B et B' sont pareillement égaux. Mais Fhypoténuse SB' 
est égale à Fhypoténuse SB ; donc ces triangles sont égaux ; donc SA 
delà figure plane est égale à SA delà figure solide, et aussi AB' , ou 
son égale A6 dans la figure plane est égale à AB dans la figure solide. 
On démontrera de même que SC est égal de part et d'autre; d'où il- 
suit que le quadrilatère SAOG est égal dans l'une et dans l'autre 
figure , et qu'ainsi AO de la figure plane est égal à AO de la figure 
solide; donc dans l'une et dans l'autre les triangles rectangles AO^, 
AOB , ont l'hypoténuse égale et un côté égal ; donc ils sont égaux, et 
l'angle £A6 , trouvé par la construction plane , est égal à l'inclinai- 
son des deux plans SAB, SAC , dans l'angle solide. 

Lorsque le point tombe entre A et B' dans la figure plane, l'an- 
gle £AZ» devient obtus , et mesure toujours la vraie inclinaison des 
plans : c'est pour cela que Ton a désigné par £A5, et non par Okb , 
l'inclinaison demandée , afin que la même solution convienne à tous 
les cas sans exception. 

Scholie. On peut demander si , en prenant trois angles plans à vo- 
lonté , on pourra former avec ces trois angles plans un angle solide. 

D'abord il faut que la somme des trois angles donnés soit plus pe- 
tite que quatre angles droits , sans quoi l'angle solide ne peut être 
formé (!21 ) ; il faut de plus qu'après avoir pris deux des angles à vo- 
lonté B'SA, ASC, le troisième CSB" soit tel, que la perpendiculaire 
B" G au côté SG rencontre le diamètre B'£ entre ses extrémités B' et 
£. Ainsi les limitestle la grandeur de l'angle GSB" sont celles qui font 
aboutir la perpendiculaire B"G aux points B' et £, De ces points 
abaissez sur CS les perpendiculaires B1,£K, qui rencontrent en I 
et K la circonférence décrite du rayon SB" , et les limites de l'angle 
CSB" seront CSl et CSK. 

Kaisdans le triangle isosc^le B'SI, la ligne CS prolongée étant per* 
pendiculaire àla baseB'I , on a rangleGSI=CSff =ASC+ ASB'. £t 
dans le triangle isoscèle £SK, la ligne SC étant perpendiculaire à £K, 
on a l'angle CSK=CS£. D'ailleurs , à cause des triangles égaux AS£, 
ASB' , l'angle AS£= ASB' ; donc CS£ ou CSK=ASC— ASB'. 

Il résulte de là que le problème sera possible toutes les fois que le 
troisième angle CSB" sera plus petit que la somme des deux autres 
ASC, ASB', et plus grand que leur différence : condition qui s'ac- 
corde avec le théorème xxi ; car , en vertu de ce théorème , il faut 
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qu'on aitCSB" <ASC+ASB' ; il faut aussi qu'on ait ASC <CSB" + 
ASB', ou CSB"> ASC-rASB'. 

PROPOSITION XXV, 

PROBLÈME. 

Etant donnés deux des trois ^ngles plans qui forment un angle solide, 
avec l'angle que leurs plans font entre eux, trouver le troisième angle 
plan, f. 198. 

Soient ASC, ASB', les deux angles plans donnés , et supposons pour 
un moment que CSB" soit le troisième angle que Ton cherche, alors, 
en faisant la même construction que dans le problême précédent, 
Fangle compris entre les plans des deux premiers serait EA/&. Or, 
de même qu'on détermine Uangle EA/& par le moyen de CSB", les 
deux autres étant donnés ; de même on peut déterminer CSB" par le 
moyen de EAi& , ce qui résoudra le problême proposé. 

Ayant pris SB' à volonté, abaissez sur SA la' perpendiculaire in- 
définie B'Ë , faites l'angle EAÔ égal à l'angle des deux plans donnés ; 
du point b où le côlé Ab rencontre la circonférence décrite du cen- 
tre A et du rayon AB' , abaissez sur AE la perpendiculaire bO , et du 
point abaissez sur SC la perpendiculaire indéfinie OCB" , que vous 
terminerez en B" de manière que SB" = SB'; l'angle CSB" sera le 
troisième angle plan demandé. 

Car si on forme un angle solide avec les trois angles plans B'SA ,. 
ASC, CSB" , rinclinaison des plans où sont les angles donnés ASB' , 
ASC , sera égaie à l'angle donné EAi6. 

Scholie,Si un angle solide est quadruple, ou formé par quatre an- 
gles plans ASB , BSC ,CSD , DSA , f . 199, la connaissance de ces an- 
gles ne suffit pas pour déterminer les inclinaisons mutuelles de leurs 
plans ; car avecles mêmes angles plans on pourrait former une in- 
finité d'angles solides. Mais si on ajoute une condition, par exem- 
ple, si on donne l'inclinaison des deux plans ASB , BSC , alors l'an- 
gle solide est entièrement déterminé, et on pourra trouver l'incli- 
naison de deux de ses plans quelconques. En effet , imaginez un an- 
gle solide triple formé par les angles plans ASB , BSC , ASC ; les deux 
premiers angles sont donnés , ainsi que Tinclinaison de leurs plans ; 
on pourra donc déterminer , par le problême qu'on vient de résou- 
dre , le troisième angle ASC. Ensuite , si on considère l'angle solide 
triple formé par les angles plans ASC, ASD^ DSC^ ces trois angles 
sont connus ; ainsi l'angle solide est entièrement déterminé. Mais 
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l'angle solide quadruple est formé par la réunioa des deux angles 
solides triples dont^on vient de parler ; donc , puisque ces angles 
partiels sont connus et déterminés , l'angle total sera pareillement 
connu et déterminé. 

L'angle des deux plans ASD , DSC , se trouverait immédiatement 
par le moyen du second angle solide partiel. Quant à l'angle des 
deux plans BSC , CSD , il faudrait dans un angle solide partiel cher- 
cher l'angle compris entre les deux plans ASC , DSC , et dans l'au- 
tre l'angle compris entre les deux plans ASC, BSC ; la somme de ces 
deux angles serait l'angle compris entre les plans BSC, DSC. 

On trouvera de la même manière que, pour déterminer un angle 
solide quintuple , il faut connaître , outre les cinq angles plans qui 
le composent, deux des inclinaisons mutuelles de leurs plans ; il en 
faudrait trois dans l'angle solide sextuple , et ainsi de suite. 
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LES POLYÈDRES. 
DÉnniTiONs. 

L On appelle solide polyèdre, ou simplement po/y^e^ro, tout solide 
terminé par des plans ou des faces planes (Ces plans sont nécessai- 
rement terminés eux-mêmes par des lignes droites). On appelle en 
particulier tétraèdre le solide qui a quatre faces; hexaèdre celui qui 
en a six; octaèdre celui qui en a huit; dodécaèdre celui qui en a 
douze; icosaèdre celui qui en a vingt, etc. 

Le tétraèdre est le plus simple des polyèdres ; car il faut au moins 
trois plans pour former un angle solide, et ces trois plans laissent 
un vide qui, pour être fermé, exige au moins un quatrième plan. 

IL L'intersection commune de deux faces adjacentes d'un polyè- 
dre s'appelle coté ou arête du polyèdre. 

IIL On appelle polyèdre régulier celui dont toutes los faces sont 
des polygones réguliers égaux, et dopttous les angles solides sont 
égaux entre eux. Ces polyèdres sont au nombre de cinq. Voyez t ap- 
pendice aux livres VI et VIL 

IV. Le prisme est un solide compris sous plusieurs plans parallé- 
logrammes, terminés de part et d'autre par deux plans polygones 
égaux et parallèles. 

Pour construire ce solide, soit ABCDE un polygone quelconque 
f. 200; si dans un plan parallèle à ABC, on mène les lignes FG , GH, 
HI, etc. , égales et parallèles aux côtés AB, BC, CD, etc. , ce qui for- 
mera le polygone FGHIK^égal à ABCDE; si ensuite on joint d'un 
plan à l'autre les sommets des angles homologues par les droites 
AF, BG, CH, etc., les faces ABGF, BCHG, etc. , seront des parallé- 
logrammes, et le solide ainsi formé ABCDEFGHIK sera un prisme. 

V. Les polygones égaux et parallèles ABCDE, FGHIK, s'appellent 
lesbases du prisme; les autres plans parallélogrammes pris ensem- 
ble constituent la surface latérale ou convexe du prisme. Les droites 
égales AF, BG, CH, etc. , s'appellent les côtés du prisme. 

VI. La hauteur d'un prisme est la distance de ses deux bases, ou 
^ la perpendiculaire abaissée d'un point delà base supérieure sur le 

plan de la base inférieure. 

Vil. \]n prisme est droit lorsque les côtés AF, BG , etc. , sontper- 
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pendiculaires aux plans des bases : alors chacun d'eux est égal à 
la hauteur du prisme. Dans tout autre cas le prisme est oblique y et 
la hauteur est plus petite que le côté. 

VIII. JJn prisme est triangulaire y guadrangulaire , pentagonaly he- 
xagonal, etc., selon que I9 base est un triangle, un quadrilatère, un 
pentagone , un hexagone , etc. 

IX. Le prisme qui a pour base un parallélogramme , a toutes ses 
faces parallélogrammiques; il s'appelle para//e7f pipe Je, f. 206. 

he parallèlipipède est rectangle lorsque toutes ses faces sont des 
rectangles. 

X. Parmi les parallélipipèdes rectangles on distingue le cube ou 
hexaèdre régulier compris sous six quarrés égaux. 

XI. La pyramide est le solide formé lorsque plusieurs plans trian- 
gulaires partent d'un même point S , et sont terminés aux différents 
côtés d'un même plan polygonal ABCDE,/. 198. 

Le polygone ABCDE s'appelle la basedela pyramide, le points 
en est le sommet, et Tensemble des triangles ASB , BSG , etc. , forme 
la surface convexe ou latérale de la pyramide. 

XII. La hauteur de la pyramide est la perpendiculaire abaissée 
du isommet sur le plan de la base , prolongé s'il est nécessaire. 

XIII. La pyramide est triangulaire, quadrangulaire , etc., selon 
quala base est un triangle , un quadrilatère , etc. 

XIV. Une pyramide est régulière , lorsque la base est un poly- 
gone régulier, et qu'en même temps la perpendiculaire abaissée du 
sommet sur le plan de la base passe par le centre de cette base : 
cette ligne s'appelle alors Y axe d|e la pyramide. 

XV. Diagonale d'un polyèdre est la droite qui joint les sommets 
de deux angles solides non adjacents. 

XVI. J'appellerai j»©/yè(lre« symétriques deux polyèdres qui, ayant 
une base commune , sont construits semblablement , l'un au-des- 
sus du plan de cette base, l'autre au-dessous , avec cette condition 
que les sommets des angles solides homologues soient situés à égales 
distances du plan de la base, sur une même droite perpendiculaire 
à ce plan. 

Par exemple, si la droite ST , /*. 202, est perpendiculaire au plan 
ABC , et qu'au point , où elle rencontre ce plan , elle soit divisée 
en deux parties égales, les deux pyramides SABC, TABC, qui ont 
la base commune ABC, seront deux polyèdres symétriques. 

Wlh Deux pyramides triangulaires sont semblables , lorsqu'elles 
ont deux faces semblables chacune à chacune, semblablement 
placées et également inclinées entre elles. 

Ainsi, en supposant les angles ABC=DEF, BAC=EDF, ABS= 
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DET, BAS=EDT, f. 20â, si en outre rinclinaison des plans ABS , 
ABC, est égale à celle de leurs homologues BTE , DEF, les pyrami- 
des SABC, TDEF ^ seront semblables. 

XVIII. Ayant formé un triangle avec les sommets de trois angles 
pris sur une même face ou base d'un polyèdre , on peut imaginer 
que les sommets des différents angles solides du polyèdre , situés 
hors du plan de cette base, soient ceux d'autant de pyramides trian- 
gulaires qui ont pour base commune le triangle désigné , et cha* 
cune de ces pyramides déterminera la position de chaque angle so- 
lide du polyèdre par rapport à la base. Cela posé ; 

Deux polyèdres sont semblables lorsqu'ayant des bases sembla- 
bles , les sommets des angles solides homologues, hors de ces bas- 
ses , sont déterminés par des pyramides triangulaires semblables 
chacune à chacune. 

XIX. J'appellerai sommets d'un polyèdre les points situés aux 
sommets de ses différents angles solides. 

N, B, Tous les" polyèdres que nous considérons sont les polyèdres à angles 
saillants ou polyèdres coîwexes. Nous appelons ainsi ceux dont la surface ne 
peut être rencontrée par une ligne droite en plus de deux points. Dans ces 
sortes de polyèdres le plan prolongé d'une face ne peut couper le solide ; il est 
donc impossible que le polyèdre soit en partie au-dessus du plan d'une face , 
en partie au-dessous ; il est tout entier d'un même côté de ce plan. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

Deux polyèdres ne peuvent avoir les mêmes sommets et en même 
nombre sans coïncider Vun avec l'autre. 

Car supposons l'un des polyèdres déjà construit, si on veut en 
construire un autre qui ait les mêmes sommets et en même nombre, 
il faudra que les plans de celui-ci ne passent pas tous par Jes mêmes 
points que dans le premier, sans quoi ils ne différeraient pas l'un 
de l'autre : mais alors il est clair que quelques-uns des nouveaux 
plans couperaient le premier polyèdre ; il y aurait des sommets au- 
dessus de ces plans , et des sommets au-dessous , ce qui ne peut con-* 
venir à un polyèdre convexe : donc , si deux polyèdres ont les mê- 
mes sommets et en même nombre , ils doivent nécessairement coïn- 
cider r un avec r autre . 

Scholie. Etant donnés de position les points A , B , C, K , etc. , qui 
doivent servir de sommets à un polyèdre, il est facile de décrire le 
polyèdre. 
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Choisissez d'abord trois points voisins D , E , H , /*. 204, tels que le 
planfiËH passe, s'il y a lien., par de nouveaux points K, C, mais 
laisse tous lés autres d'un même côté, tous au-dessus du plan ou 
tous au-dessous 4 le plan DEH ou DEHKC , ainsi déterminé , sera une 
face du solide. Suivant un de ses côtés £H , conduisez un plan que 
vous ferez tourner jusqu'à ce qu'il rencontre un nouveau sommet F, 
ou plusieurs à-la-fois F, I ; vous aur^z une aeconde face qui serii 
FEH ou FEHI. Continuez ainsi en faisant passer des plans par les 
côtés trouvés jusqu'à ce que le solide soit terminé de toutes parts : 
ce solide sera le polyèdre demandé , car il n'y en a pas deux q4ii 
puissent avoir les mêmes sommets. 

PROPOSITION IL 

TBiORiHK. 

Dans deux polyèdres symétriques les faces homologues sont égales 
chacune à chacune, et V inclinaison de deux faces adjacentes, dans un 
fie ces solides, est égale à l'inclinaison des faces homologues dans 
Vautre, f.^0^. 

Soit ABCDE la base commune aux deux polyèdres; soient M et N 
les sommets de deux solides quelconques de l'un des polyèdres, M' 
et H' les sommets homologues de l'autre polyèdre ; il faudra , suivant 
la définition , que les droites MM' , NN' , soient perpendiculaires au 
plan ABC, et qu'eUes soient divisées en deux parties égales aux 
points m et n où elles rencontrent ce plan. Cela posé, je dis que la 
distance MN est égale à M'N'. 

Car si on fait tourner le trapèze mM'N'n autour de inn jusqu'à ce 
que son plan s'applique sur le plan mMNn; à cause des angles droits 
en m et enn, le côté mW tombera sur son égal mM, et nN' sur «N^ 
donc les deux trapèzes coïncideront, et on aura MN=M'N'. 

Soit P un troisième sommet du polyèdro supérieur, et P' son ho- 
mologue dans l'autre , on aura de même MP= M'P'et NP=N'P' ; donc 
le triangleWiV, gui joint trois sommets quelconques du folyèdresupé- 
rieur, est égal au triangleWW' qui joint les trois sommets homologues 
de Vautre polyèdre. 

Si parmi ces triangles ou considère seulement oeux qui ^om.t for- 
més à la surface des polyèdres , on peut d^jà conclure que les surfa- 
ces des deux polyèdres sont «composées d'un même nombre de trian- 
gles égaux chacun à chacun. 

Je dis maintenant que si des triangles sont dans un même plan sur 

16. 
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une surface et forment une même face polygone , les tiriangles homo- 
logues seront dans un même plan sur l'autre surface et formeront 
Une face polygone égale. 

En effet, soient MPN, NPQ, deux triangles adjacents qu'on sup- 
j[)Osedans un même plan , et soient M'P'W , N'P'Q' , leurs homologues. 
On a l'angle MWP= M'NT' , l'angle PNQ=P'N'Q' ; et si enjoignait MQ 
et M'Q' , le triangle MNQ serait égal à M'WQ' , ainsi on aurait l'angle 
MNQ=:M'N'Q'. Mais puisque MPNQ est un seul plan, on a l'angle 
MrïQ=MWP+PNQ; donc on aura aussi MWQ'=:M'NT'-f P'N'Q'. 
Or , si les trois plans M'N'P' , P'W'Q' , M'W'Q', n'étaient pas confondus 
^enun seul, ces trois plans formeraient un angle solide, etonau-* 
. rait (20, 5) l'angle M'W'Q'<M'N'P'+P'W'Q'; donc, puisque cette con- 
dition n'a pas lieu, les deux triangles M'N'P' , P'N'Q' , sont dans un 
même plan. 

Il suit de là que chaque face , soit triangulaire, soit polygone, 
dans un polyèdre, répond à une face égale dans l'autre, et qu'ainsi 
les deux polyèdres sont compris sous un même nombre de plans 
égaux , chacun à chacun. 

Il reste à prouver que l'inclinaison des deux faces adjacentes quel- 
conques dans l'un des polyèdres est égale à l'inclinaison des deux 
faces homologues dans l'autre. 

Soient MPN, NPQ^ deux triangles formés sur l'arête commune 
NP dans les plans des deux faces adjacentes ; soient M'P'W , W'P'Q' , 
leurs homologues ; on peut concevoir en N un angle solide formé 
par les trois angles plans MWQ , MNP , PNQ , et en N' un angle solide 
formé par les trois M'N'Q' , M'N'P' , P'N'Q'. Or , on a déjà prouvé que 
ces angles plans sont égaux chacun à cliacun; donc l'inclinaison 
des deux plans MNP, PNQ, est égale à celle de leurs homologues 
M?N'P',P'N'Q'(2â, 5), 

Donc , dans les polyèdres symétriques , les faces sont égales cha- 
cune à chacune , et les plans de deux faces quelconques adjacentes 
d'un des solides , ont entre eux la même inclinaison que les plans 
des deux faces homologues de l'autre solide. 

Scholie. On peut remarquer que les angles solides d^un polyèdre 
SôMles symétriques des angles solides de l'autre polyèdre; car si l'angle 
solide N est formé par les plans MNP , PNQ , QNR , etc. , son homolo* 
gue N' est formé par les plans M'N'P' , P'N'Q' , Q'N'R' , etc. Ceux-ci 
paraissent disposés dans le même ordre que les autres ; mais comme 
les deux angles solides sont dans une situation inverse l'un par rap- 
port à Vautre, il s'ensuit que la disposition réel -t les plans qui for- 
ment l'angle solide N' est l'invesre de celle qui a lieu dans l'angle ho- 
mologue N. Bailleurs les inclinaisons des plans consééutifs sont éga- 



UYRI Yl, ItS 

les dans Tan et daus l'autre angle solide ; donc ces angles solides 
sont symétriques l'un de l'autre. Voyez le echolie de laprop. XXIU, 

Cette remarque prouTe qu'un polyèdre quelconque ne peut avoir 
qu'un seul polyèdre symétrique. Car si on construisait sur une autre 
base un nouyeau polyèdre symétrique au polyèdre donné, les 
angles solides de celui-ci seraient toujours symétriques des angles 
du polyèdre donné ; donc ils seraient égaux à ceux du polyèdre 
symétrique construit sur 1^ première base. D'ailleurs les faces ho- 
mologues seraient toujours égales ; donc ces deux polyèdres symé- 
triques construits sur une base ou sur une autre auraient les faces 
égales et les angles solides égaux ^ donc ils coïncideraient par la su- 
perposition , et ne feraient qu'un seul et même polyèdre. 

PROPOSITION III. 

THtOR&XE. 

Deux prismes sont égaux lorsqu'ils ont un angle solide compris en-, 
tre trois plans égaux chacun à chacun et semblablemeut placés, f. âOO. 

Soit la base ABCDË égale à la base ahcde, le parallélogramme 
ABGF égal au parallélogramme abgf, et le parallélogramme BGHG 
égal au parallélogramme bchg ; je dis que le prisme ABCI sera 
égal au prisme abci. 

Car soit posée la base ABCDE sur son égale abcde, ces deux bases 
coïncideront : mais les trois angles plans qui forment l'angle so- 
lide B sont égaux aux trois angles plans qui forment l'angle solide 
b, chacun à chacun, savoir, ABC = abc, ABG =a6^, et GBC = 
gbc; de plus ces angles sont semblablement placés : donc les angles 
solides B et b sont égaux , et par conséquent le côté BG tombera sur 
son égal bg. On voit aussi qu'à cause des parallélogrammes égaux 
ABGF , abgfj le côtéGF tombera sur son égal gf, et semblablement 
GH sur gh; donc la base supérieure FGHIK coïncidera entièrement 
avec son égale fghik, et les deux solides seront confondus en un 
seul, puisqu'ils auront les mêmes sommets (1). 

Corollaire, Deux prismes droits qui ont des bases égales et des kau- 
teurs égales sont égaux. Car ayant le côté AB égal kab, et la hauteur 
BG égale kbg,\e rectangle ABGF sera égal au rectangle abgf, il en 
sera de même des rectangles BGHC , bghc ; ainsi les trois plans qui 
forment l'angle solide B sont égaux aux trois qui forment l'angle 
solide b. Donc les deux prismes sont égaux. 
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PROPOSITION IV. 

THÉORtHB. 

Dans tout parallélipipède les plans opposés sont égaus 9i paral- 
lèles, f. â06. 

SuiTantla définition de ce solide, les bases ABCD, ËFGH, sont 
des parallélogrammes égaux, et leurs côtés sont parallèles : il reste 
donc à démontrer que la même chose a lieu pour deux faces laté^ 
raies opposées , telles que AEHD , BFGG. Or , AD est égale et paral- 
lèle à BG, puisque la figure ABGD est un parallélogramme; par une 
raison semblable AE est égale et parallèle à BF : donc Tangle DA£ 
est égal à Tangle GBF ( 13, 5 ) , et le planBAE parallèle à GBF ; donc 
aussi le parallélogramme DAEH est égal au parallélogramme GBFG. 
Ondérmontrera de même que les parallélogrammes opposés ABFE , 
DGGH , sont égaux et parallèles. 

Corollaire, Puisque le parallélipipède est un solide compris sous 
six plans dont les opposés sont égaux et parallèles , il s'ensuit qu^une 
face quelconque et son opposée peuvent être prises pour les bases 
du parallélipipède. 

Scholie. Etant données trois droites, AB, AE, AD, passant par 
un même point A, et faisant entre elles des angles donnés, on peut 
sur ces trois droites construire un parallélipipède ; il faut pour cela 
mener par l'extrémité de chaque droite un plan parallèle au plan 
des deux autres; savoir, par le point B un plan parallèle à DA£, 
par le point D un plan parallèle à BAE^ et par le point E un plan pa- 
rallèle à BAD. Les rencontres mutuelles de ces plans formeront le 
parallélipipède demandé. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

Dans tout parallélipipède les angles solides opposés sont symétri- 
ques l'un de l'autre;; et les diagonales menées par les sommets de ces 
angles se coupent mutuellement en deuûp parties égales y f. 206. 

Comparons, par exemple, l'angle solide A à son opposé G; l'an- 
gle EAB, égala EFB, est aussi égal à HGG, l'angle DAE = DHE = 
GGF, et l'angle DAB=:D€B =HGF; donc les trois angles plans qui 
forment l'angle solide A sont égaux aux trois qui forment l'angle 



LIVRI TI. 



Iâ5 



solide G , chacun à chacun; d'ailleurs il est facile de voir que leur 
disposition est diflférente dans Tun et dans l'autre ; donc 1* les deux 
angles solides A et G sont symétriques Tun de rautre(28, 5). 

£n second lieu , imaginons deux diagonales EC,AG, menées Tune 
et l'autre par des sommets opposés : puisque ÂE est égale et paral- 
lèle à GG , la figure AEGC est un parallélogramme ; donc les diago- 
nales EC, AG, se couperont mutuellement en deux parties égales. 
On démontrera de même que la diagonale EC et une autre DF se 
couperont aussi en deux parties égales; donc â" les quatre diago- 
nales se couperont mutuellement en deux parties égales , dans un. 
même point qu'on peut regarder comme le centre du parallélipipède, 

PROPOSITION VL 

THiORfcllE. 

Le plan BBHF, qm passe par deux arêtes parallèies^opposéesBï ^ BH^ 
divise le parallélipipède AG en deux pristnes triangulaires ABBHEF , 
GHFBGB, symétriques l'une de Foutre , f. 207. 

B' abord ces deux solides sont des prismes ; car les triangles ABB , 
EFH , ayant leurs côtés égaux et parallèles , sont égaux , et en même 
temps les faces latérales ABFE, ABHE, BBHF, sont des parallélo- 
grammes ; donc le solide ABBHEF est un prisme : il en est de même 
du solide GHFBGB. Je dis maintenant que ces deux prismes sont sy- 
métriques Fun deFautre. 

Sur la basé ABB faites le prisme ABBE'F'H' qui soit le symétrique 
du prisme ABBEFH. Suivant ce qui a été démontré ( S) , le plan ABF'E' 
est égal à ABFE , et le plan ABH'E' est égal à ABHE ; mais si on com- 
pare le prisme GHFBGB au prisme ABBH'E'F' , la base GHF est égale 
à ABB; le parallélogramme GHBG, qui est égala ABFE, est aussi 
égal à ABF'E' , et le parallélogramme GFBG , qui est égal à ABHE, est 
aussi égal à ABH'E' ; donc les trois plans qui forment Fangle solide 
G dans le prisme GHFBGB , sont égaux aux trois plans qui forment 
Fangle solide A dans le prisme ABBH'E'F' , chacun à chacun , d'ail- 
leurs ils sontdi8poséssemblablement;donc ces deux primes sont 
égaux (8), et pourraient être superposés. Mais Fun d'eux ABBH'E'F' 
est symétrique du prisme ABBHEF ; donc Vautre, GHFBGB , est aussi 
le symétrique de ABBHEF. 
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PROPOSITION VIL 

LBHUE. 

Bans tout prisme ABCI, les sections NOPQ RSTVX Y , /bt^ci |?ar des 
plans parallèles, sont des polygones égQus, f^ 2101. 

Caries côtés NO , ST, sont parallèles, comme étant les intersec- 
tions de deux plans parallèles par un troisième plan ABCrF ; ces mê^ 
mes côtés NO , ST , sont compris entre les parallèles NS , OT , qui 
sont côtés du prisme ; donc NO est égal à ST. Par une semblable rai- 
son les côtés OP, PQ , QR , etc. , de la section NOPQR, sont égaux 
respectivement aux côtés TV, VX, XY, etc. , de la section STVXY. 
D'ailleurs les côtés égaux étant en même temps parallèles , il s'en- 
suit que les angles NOP, OPQ,etc. de la première section, sont 
égaux respectivement aux angles STV , TVX , etc. , de la seconde. 
Donc les deux sections NOPQR, STVXY, sont des polygones égaux. 

Corollaire. Toute section faîte dans un prisme parallèlement à sa. 
base, est égale à cette base. 

. PROPOSITION VIII. 

THÉOfitHI. 

Les deus prismes triangulaires symétriques ABDHEF, BGDFGH, dans, 
lesquels se décompose le parallélipipède AG , sont équivalents entre 
eux, f. 208. 

Par les sommets B et F menez perpendiculairement au côté BF, 
les plans Bade, Yehg ,qui remcontreront , d'une part en o, d, c, de 
Fautre eue, h, g, les trois autres côtés AE, DH, CG, du même paraK 
lélipipède; les sections Bac/c, Fe^^, seront des parallélogrammes 
égaux. Ces sections sont égales, parce qu'elles sont faites par des 
plans perpendiculaires à une même droite et par conséquent paral- 
lèles (7); elles sont des parallélogrammes, parce que deux c6tés op- 
posés d'unemême section aB, dc^ senties intersections de deux plans 
parallèles ABFE , DGGH , par un même plan. 

Par une raison semblable, la figure BaeF est un parallélogramme, 
ainsi que les autres faces latérales BF^c^ cdhg, adhe,du solide Bade 
¥ehg; donc ce solide est un prisme (déf. A) ; et ce prisme est droit ,^ 
puisque le côté BF est perpendiculaire au plan de la base. 

Cela posé, si par le plan BFIID on divise le prisme droit BA en 
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deux prismes triangulaires droits aBdFh, BdcFhg; je dis que le 
prisme- triangulaire oblique ABDËFH, sera équivalent an prisme 
triangulaire droit aBde¥k, 

En effet ces deux prismes ayant une partie commune ABDheFy il 
suffira de prouver que les parties restantes , savoir les solides BaABd, 
TéEEh sont équivalents entre eux. 

Or à cause des parallélogrammes ABFE, aB¥e, les cotés AE, ae ^ 
égaux à leur parallèle BF, sont égaux entre eux; ainsi , en étant la 
partie commune Ae, il restera Aa=Ee. On prouvera de même que 
m=Eh. 

Maintenant, pour opérer la superposition des deux solides BaADd, 
F^EH^, plaçops la baseF^A sur son égale Bad; alors le point e tombant 
en a, et le point ^ en d , les côtés eE , AH , tomberont sur leurs égaux 
oA, c2D, puisqu'ils sont perpendiculaires au même plan Bad. Donc 
les deux solides dont il s'agit coïncideront entièrement l'un avec 
Fautre j donc le prisme oblique BADFEH est équivalent au prisme 
droit Badfeh. 

On démontrera semblablemeut que le prisme oblique BDCFHG 
est équivalent au prisme droit BdcFhg, Mais les deux prismes droits 
BadYehjBdcfhg&ont égaux entre eux , puisqu'ils ont même hauteur 
BF , et que leurs bases Bad , Bdc sont moitiés d'un même parallélo- 
gramme (â cor. ). Donc les deux prisme triangulaires BADFEH, 
BDCFHG, équivalents à des prismes égaux , sont équivalents entre 
eux. 

Corollaire, Tout prisme triangulaire ABDHEF est la moitié du pa- 
rallélipipede AG, construit sur le même angle solide A, avec les 
mêmes arêtes AB , AD , AE. 

PROPOSITION IX. 

THÉORÈME. 

Si deux parallélipipèdes AG, AL, ont une base commune ABCD, et 
que leurs bases supérieures EFGH , IKLM , soient comprises dans un 
même plan et entre les mêmes parallèles EK , HL , ces deusc parallélipi- 
pèdes seront équivalents entre eux,f. 209. 

Il peut arriver trois cas , sélouque El est plus grand, plus petit ou 
égal à EF ; mais la démonstration est la même pour tous : et d'abord 
je dis que le prisme triangulaire AEIDHM est égal au prisme triangu- 
laire BFKCGL. 

En effet , puisque AE est parallèle à BF et HE à GF , l'angle AEI=: 
BFK , HEI=GFK , et HEA=:GFB. De ces six angles les trois premiers 
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forment l'angle solide E, les trois autres forment l'angle solide F; 
donc, puisque les angles plans sont égaux chacun à chacun , et sem - 
blahlement disposés , il s'ensuit que les angles solides £ et F sont 
égaux . Maintenant y si on pose le prisme A£M sur le prisme BFL , 
et d'abord la base A£I sur la base BFK , ces deux bases étant égales 
coïncideront , et puisque l'angle solide £ est égal à l'angle solide F , 
le côté £H tombera sur son égal FG : il n'en faut pas davantage pour 
prouver que les deux prismes coïncideront dans toute leur étendue; 
car la base A£I et Tarête £H déterminent le prisme ^£M , comme la 
base BFK et l'arête FG déterminent le prisme BFL ( 3 ) : donc ces pris^ 
mes sont égaux. 

Mais si du solide AL on retranche le prisme A£M, il restera le 
parallèlipipède AIL ; et si du même solide AL on retranche le prisme 
BFL , il restera le parallèlipipède AEG ; donc les deux parallèlipides 
AIL, AEG, sont équivalents «ntre eux« 

PROPOSITION X, 

THiORÈHB, 

Deux parallélipipèdes de même base et -de même hauteur sont équi- 
valents entre eux, f. 210. 

Soit ABCD la base commune aux deux parallélipipèdes AG , AL ; 
puisqu'ils ont même hauteur , leurs bases supérieures EFGH , IKLM, 
seront sur le même plan. De plus les côtés EF et AB sont égaux et 
parallèles , il en est de même de IK et AB ; donc EF est égal et paral- 
lèle à IK : par une raison semblable GFest égal et parallèle à LK. 
Soient prolongés les côtés EF , HG, ainsi que LK, IM, jusqu'à ce que 
les uns et les autres forment par leurs intersections le parallélo- 
gramme NOPQ, il est clair que ce parallélogramme sera égal à cha- 
cune des bases EFGH , IKLM. Or si on imagine un troisième paral- 
lèlipipède qui , avec la même base inférieure ABCD, ait pour base 
supérieure NOPQ , ce troisième parallèlipipède serait équivalent au 
parallèlipipède AG (9), puisqu'ayant même base inférieure, les 
bases supérieures sont comprises dans un même plan et entre les pa- 
rallèles GQ , FN. Par la même raison ce troisième parallèlipipède 
serait équivalent auparallèlipipède AL; doneles deux parallélipi- 
pèdes AG , AL, qui ont même base et même hauteur , sont équivalents 
" entre eux, ^ 
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PROPOSITION XL 

Tàui paraltélipipèdê peut être changé en un paral^hpipède rectan- 
gle équivalent qui aura même hauteur et une base équivalente, f. SIO. 

Soit AG le parallélipipède proposé ; des points A, B, C, D,mei)ez AI, 
8K.,GL, DM, perpendiculaires au plan de la base, tous formerez 
ainsi le parallélipipède AL équivalent au parallélipipède AG.etdoat 
]«s faces latérales AK,BL, etc., seront des rectangles. Si donc la base 
ABCBest un rectangle, AL sera le parallélipipède rectangle équiva- 
lent au parallélipipède proposé AG.ffiais si ABGD n'est piis un rectan- 
gle, ^ 2) 1 , menez AO et BN perpendiculaires sur €D, ensuite OQ et NP 
perpendiculaires sur la base , vous aurez le solide ABNOIKPQ qui 
-sera un parallélipipède rectangle: en e£Fet, par construction, la base 
ABNOet ^on opposée IKPQ sont des rectangles; les faces latérales ea 
*sont aussi , puisque les arêtes AI, OQ, etc., sont perpendiculaires av. 
plan de la base ; doficle solide AP est un parallélipipède rectangle. 
Mais les deux parallélipipèdes AP, AL, peuvent être censés avoir 
même base ABKI et même hauteur AO : donc ils sont équivalents; 
donc le parallélipipède AG , qu'on avait d'abord chaîné en un pa- 
rallélipipède équivalent AL, se trouve de nouveau changé en un 
parallélipipède rectangle équivalent AP^ qui a la même hauteur AI , 
et dont la base ABNO est équivalente à la base ABCD,/. 210 et 21 L 

PROPOSITION XIL 

r 

THiORfiVE. 

Deua; parallélipipèdes rectangles AG , AL , qui oui la même buée 
ABGB , sont entre eux comme ieurs hauteurs A£ , AI , /*. 212. 

Supposons d'abord que les hauteurs AE , AI , soient entre elles 
comme deux nombres entiers , par exemple , comme lg<est à 8^ On 
divisera A£ en 11$ parties égales, dont AI contiendra 8, et par les 
points de division .27, y , js, etc^, on mènera des plans parallèles «la 
base. Ces plans partageront le solide AG en 1^ parallélipipèdes 
partiels qui seront tous égaux entre eux, eomme ayant des bases 
égales et des hauteurs égales; des bases égales , parce que toute 
section comme MIKL , faite dans ua prisme parallèlement à sa base 
ABCD, est égale à cette base (7) ; des hauteurs égales, parce que 
ces hauteurs sont les divisions mêmes A^, ary, xn , etc. Or , de ce» 

17. 
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15 parallélipipèdes égaux y huit sont contenus dans AL; donc le 
solide AG est au solide AL comme 15 est à 8, ou en général comme 
la hauteur AE est à la hauteur AI, 

£n second lieu , si le rapport de A£ à AI ne peut s'exprimer en 
nombres, je dis qu'on n'en aura pas moins êolid, AGisolid. AL :: 
AE : AI. Car, si cette proportion n'a pas lieu , supposons qu'on ait 
sol. XGisoL AL :: AE : AO. Divisez AEen par tics égales dont chacune 
soit plus petite que 01, il y aura au moins un point de division m 
entre et I. Soit P le parallélipipède qui a pour base ABCD et pour 
hauteur Am; puisque les hauteurs AE , Am sont entre elles comme 
deux ilombres entiers, on aura sol, AG : P :: AE : Am. Mais on a ,* 
par hypothèse, sol. AG : sol. AL :: AE : AO; de là résulte sol, AL : 
P :: AO : Am. Mais AO est plus grand que Am; donc il faudrait, pour 
que la proportion eût lieu , que le solide AL fût plus grand que P. 
Or au contraire il est plus petit : donc il est impossible que le qua- 
trièjne terme de la proportionl^o/. AG : sol. AL :: AE : ar, soit une 
ligne plus grande que AI. Par un raisonnement semblable on dé- 
montrerait que le quatrième terme ne peut être plus petit que AI^ 
donc il est égal à AI ; donc les parallélipipèdes rectangles de même 
base sont entre eux comme leurs hauteurs. 

PROPOSITION XIII. 

TnÉORÈXE. 

Deux parallélipipèdes rectangles AG , AK , qui ont même hauteur 
AE, soni entre eux comme leurs hases ABCD, AMNO, /*. 218. 

Ayant placé les deux solides l'un à côté de l'autre , comme la 
figure les représente , prolongez le plan ONKL , jusqu'à ce qu'il 
rencontre le plan DCGH suivant PQ , vous aurez un troisième paral- 
lélipipède AQ, qu'on pourra comparer à chacun des parallélipi- 
pèdes AG, AK. Les deux solides AO, AQ, ayant même base AEHD , 
sont entre eux comme leurs hauteurs AB, AO; pareillement les deux 
solides AQ, AK, ayant même base AOLE, sont entre eux comme leurs 
hauteurs AD, AM. Ainsi on aura les deux proportions , 
sol. AG : sol. AQ :: AB : AO , 
«o/. AQ:«&/.AK::AD:AM. 
Multipliant ces deux proportions par ordre, et omettant, dans le 
résultat, le multiplicateur communie»/. AQ, on aura , 
sol. AG : sol. AK : : AB X AD : AO X AM, 
Mais AB X AD représente la base ABCD, et AO X AM représente la 
base AMNO ; donc deux parallélipipèdes rectangles de même hau- 
teur sont entre eux comme leurs bases. 
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PROPOSITION XIV. 

TUÉORÈMS. 

DeuTparalléUpipêdeê reôtanyles quelconques sont entre eux comme 
ies produits de leurs bases par leurs hauteurs, ou con^me les produits de 
leurs trois dimensions, f . âl3. 

Car ayant placé les deux solides AG, AZ , de manière que leurs 
surfaces aient l'angle commun BAE , prolongez les plans nécessai- 
res pour former le troisième parallélîpipède AK de même hauteur 
ayecle parallélipipède AG. On aura, par la proposition précédente. 

sol. AG : sol. AK :: ABCD : AMNO. 
Mais les deux parallélipipèdes AK , AZ , qui ont même base AHNO , 
sont entre eux comme leurs hauteurs AE , AX ; ainsi on a , 

sol.AK:sol.Al::AE:AX. 
Multipliant ces deux proportions par ordre , et omettant , dans le 
résultat , le multiplicateur commun sol. AK ; on aura 

sol. AG : sot AZ : : ABCD X AE : AMNO X AX. 
A la place des bases ABCD et AMNO , on peut mettre AB X AD et AO 
X AM , ce qui donnera , 

sol. AG : sol AZ :: AB X AD X AE: AO X AM x; AX. 
Donc deux parallélipipèdes rectangles quelconques sont entre 
eux , etc. 

Scholie. Il suit de là qu'on peut prendre pour mesure d'un pa- 
rallélipipède rectangle le produit de sa base par sa hauteur , ou le 
produit de ses trois dimensions. C'est sur ce principe que nous éva- 
luerons tous les autres solides. 

Pour l'intelligence de cette mesure il faut se rappeler qu'on en- 
tend par produit de deux ou de plusieurs lignes , le produit des 
nombres qui représentent ces lignes , et ces nombre dépendent de 
l'unité linéaire qu'on peut prendre à volonté : cela i*osé, le produit 
des trois dimensions d'un parallélipipède est un nombre qui ne si- 
gnifie rien en lui-même, et qui serait différent si on avait pris une 
aut^e unité linéaire. Mais si on multiplie de même les trois dimen- 
sions d'un autre parallélipipède , en les évaluant d'après la même 
unité linéaire, les deux produits seront entre eux comme les solides*, 
et donneront l'idée de leur grandeur relative. 

La grandeur d'un soKde , son volume ou son étendue constituent 
ce qu^on appelle sa solidité, et le mot de solidité est employé parti- 
culièrement pour désigner la mesnre d'un solide : ainsi on dit que 
la solidité d'un parallélipipède rectangle est égale au produit de sa 
hd^epar s^Jh^uteur , ou au produijt4e ses troiâ diniensions. 
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Les trois dîmeasîans du cube étant égftles entre elles , si le côté 
est 1 , la solidité sera 1 X 1 X 1 9 ou 1 ; si le côté est â , la solidité 
sera â X 2 X S? ou 8 ; si le côté est 3 , la solidité sera 8X^X^9 
on 27, et ainsi de suite; ainsi les côtés des cubes étant comme les 
nombres 1 , S* S9 etc. , les cubes eux-mêmes ou leurs solidités sont 
comme les nombres 1 , Q , 37 , etc. Da là vient qu'on appelle eukorîtli* 
anétique cube d'un nombre le produit qui résulte de trois facteurs 
égaux à ce nombre. 

Si on proposait de faire un cube double d^un cube donné , il fau- 
drait que le côté du cube cherché fût au côté du cube donné comme 
la racine cube de 2 est à l'unité. Or on trouve facilement , par une 
construction géométrique , la racine quarré de S ; mais on ne peut 
pas trouver de même sa racine cube , du moins par les simples opé- 
rations de la géométrie élémentaire , lesquelles consistent à n'em- 
ployer que des lignes droites dont on connaît deux points, et des 
cercles dont les centres et les rayons sont déterminés. 

A raison de cette difficulté le problème de la duplicatiou du^cube 
a été célèbre parmi les anciens géomètres , comme celui de la tri- 
section de l'angle, qui est à-peu-près du même ordre. Mais on con- 
naît depuis long-temps les solutions dont ces sortes de problêmes 
sont susceptibles, lesquelles, quoique moins simples que les con- 
structions de la géométrie élémentaire, ne sont cependant ni moins 
exactes , ni moins rigoureuses. 

PROPOSITION XV. 

•* ■ ' ' • 

THÉOBtMS. 

La sMdifé d'un paraltëtipipèd^ , et en général la solidité d'un 
prisme quelconque, est égale au produit de sa base par sa hauteur. 

Car 1» un parallélipipède quelconque est équivalent à un paral- 
léiipipède rectangle de même hauteur et de base équivalente (11). 
Qr la solidité de celui-ci est égale à sa base multipliée par sa^hau- 
iBuXj donc la solidité du premier est pareillement égale ai^ produit 
de sa base par sa hauteur . 

3* Tout prisme triangulaire est la moitié du parallélipipède con- 
struitde manière qu'il ait la même hauteur et une base double {S). 
Or la solidité de celui-ci est égale à sa base multi|^iée par sa hau- 
teur ; donc celle du prisme triangulaire est égale au produit de sa 
base , moitié de celle du parallélipipède, multipliée par sa hauteur. 

8** Un prisme quelconque peut être partagé en autant de prismes 



triangulaires de même hauteur qu'on peutfol'iner de triangles dans 
le polygone qui lui sert de base. Mais la solidité de chaque prisme 
triangulaire est égale à sa base multipliée par sa hauteur; et piii9- 
que la hauteur est la même pour tous y il s'eniuit qUe la somme de 
tons lés prismes partiels sera égale à la somme de tous les triangles 
qui leur servent de bases , multiplié^ par la hauteur commune. 
Donc ia solidité d'un prisme polygonal quelconque est égale au 
produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire, Si oncompare deux prismes qui ont même hauteur , 
les produits des bases par les hauteurs seront comme les bases; donc 
deux prismes de même hauteur sont entre eux tomme leurs hases; par 
une raison semblable, deux prismes de même hase sonieHsir^ eux 

comme leurs hauteurs, 

i 

PROPOSITION XYI. 

LEHBre. 

Si une pyramide SABGDE est causée pair un plmiibà paraUèle à 
sa hase, f. SI 4. 

1" tes côtés SA , SB , se , . . . . e* Ja hauteur 80 , éeront divisés propof 
tioMiellement en a , b , c , . . e^ o ; 

S* La section abcde sera un polygone semhlahle à sa hase ABCDE. 

Car 1* les plans ABC, abc^ étant parallèles, leurs intersections 
AB , oè , par un troisième plan SAB , seront parallèles ( 1 0, ^ ) ; donc 
les triangles SAB , S«à , sont semblables , et on a la proportion SA: 
Sa :: SB : Sb ; on «nrait de même SB : S^^ :: SC : &€, et ainsi dç suite. 
Donc tous lès côtés SA, SB, SC, eto, , sont coupés proportionnelle- 
ment en a, 6 , c, etc. La hauteur SO et coupée dans la même propor- 
tion au point o; carBOet i&<? sont.pamllèles, et ainsi on a SO:S«:: 
S8:Si&. 

% Puisque oÀ est parallèle à AB, i&o à BC, ccTà CD, eto« , l'angle 
ajbe=ABC, l'angle ^cd=:=BCD, et ainsi de suite. De plus, à caisse 
des triangles semblables SAB ^ Sai&., on aAB: ah\i SB. S6;età cause 
des triangles semblables SBC, Si&c,ona SB: Si&:; BQ; ï&o; donq AB: 
ah II BC : i&<»; on aurait de même BC : i&c :: CD : cc^, et ainsi de suite. 
Donc les polygones ABCDS, abcde, ont les angles égau^ chacun à 
chacun et les homologues proportionnels ; donc ils sont semblables. 

C<Mroklaite. Soient 8ABCDE , SXYZ , deuK pyramides dontle soia- 
nietest commuai , et qui ont même hauteur , ou dont le^base^ sont 
situées dans un m^e plan ; si on coupe ces pyramides par un même 
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plan parallèle au plan des bases , et qu'il en résulte les sections abcde, 
^yz;^e dis que les sections abcde, xyzyseront entre elles comme les hoses 
ABCDE, XYZ. 

Car les polygones ABCDE , abcde , étant semblables , leurs surfaces 
sont comme les quarrés des côtés homologues AB , ah ; mais AB : a6 : : 

SA: Sa; donc ABCDE: ai6crfe::SA:Sa!ParlamêmeraisonXYZ:2ryj5:: 

3 ——3 

SX : Ss. Mais puisque abc, xys n'est qu'un même plan, on a aussi SA: 
Sa :: SX : ^x ; donc ABCDE : abcde : : XYZ : xyz; donc les sections abcde, 
syz, sont entre elles comme les bases ABCDE , XYZ. Donc si les bases 
ABCDE, XYZ sont équivalentes , les sections faites à égale hauteur 
sont pareillement équivalentes. 

PROPOSITION XVII. 

THÉORÈME. 

Deux pyramides triangulaires qui ont des bases équivalentes et des 
hauteurs égales , sont é^ivalentes , f . âl 5. 

. Soient S ABC, sàbç, les deux pyramides dont les bases ABC ^ abc, 
que nous supposons placées sur un même plan, sont équivalentes 
et qui ont même hauteur TA ; si ces pyramides ne sont pas équiva- 
lentes , soit sàbcldi plus petite et soit A^r la hauteur d'un prisme qui 
étant construit sur la base ABC y serait égal à leur différence. 

Divisez la hauteur commune AT en parties égales plus. petites que 
kx , et soit h une de ces parties ; par les points de division de la hau*- 
teur , faites passer des plans jiaraUèles au plan des bases ; les iseo- 
tions faites par chacun de ces plans dans les deux pyramides ^ seroiit 
équivalentes (16, cor.), telles que DEF et c^d/*^ GHI et jf/»t, etc. cela 
posé , sur les triangles ABC, DEF , GHI , etc. , pris pour bases , cou* 
struisez des prismes extérieurs qui aient pour arêtes les parties AB^ 
DG, GK, etc. du côté SA; deméme sur les triangles def^ ghi, klm, etc. , 
prie pour bases, construisez dans la seconde pyramide des prismes 
intérieurs qui aient pour arêtes lès parties correspondanteftdnoèCé 
«te; tous ces prismes partiels auront pdur hauteur commune k, 

La somme des prismes extérieurs de la pyramide SABC , est plus 
grande que cette pyramide, la somme des prismes intérieurs de la 
pyramide sabc est plus petite que cette pyramide; donc par ces 
deux rakons la différence entre les deux sommes des prismes devra 
être plus grande qu^ la différence entre les d^ux pyramides. 

Or, à partir des bases ABC ; abc, le second prisme extérieur DEFiG 
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est équivalent au premier prisme intérieur defa, puisque leurs ba- 
ses D£F , def, sont équivalentes et qu'ils ont une même hauteur Ai; 
sont équivalents par la même raison le troisième prisme extérieur 
GHIK et le second intérieur ghid, le quatrième extérieur et le troi» 
sième intérieur, ainsi de suite jusqu'au dernier des uns et de» au- 
tres. Donc tous les prismes extérieurs de la pyramide SABG, à l'ex- 
ception du premier ABGD, ont leurs équivalents dans les prismes in- 
térieurs de la pyramide mhc. Donc le prisme ABCD est la différence 
entre la somme des prismes extérieurs de la pyramide SABG et la 
somme des prismes intérieurs de la pyramide sahc ; mais la dif- 
férence de ces deux sommes est plus grande que la différence des 
deux pyramides; donc il faudraitque le prisme ABCD fût plus grand 
que le prisme ABGX ; or au contraire il est plus petit, puisqu'ils ont 
une même base ABG , et que la hauteur h du premier est moindre 
que la hauteur Ai? du second. Donc l'hypothèse d'où l'on est parti 
ne saurait avoir lieu ; donc les deux pyramides SABG, sàbc, de ba- 
ses équivalentes et de hauteurs égalés , sont équivalentes. 

PROPOSITION XVIII. 

THÉORtHE. 

Toute pyramide triangulaire est le tiers du prisme triangulaire de 
même hase et de même hauteur , f . 216. 

Soit SABG une pyramide triangulaire, ABGDES uii prisme trian- 
gulaire de même base et de même hauteur, je dis que la pyramide 
est le tiers du prisme. 

Retranchez du prisme la pyramide SABG, il restera le solide 
&AGDE qu'on peut considérer comme une pyramide quadrangulaire 
dont le sommet est S et qui a pour base le parallélogramme AGD£ ; 
tirez la diagonale GE et conduisez le plan SGE qui partagera la py- 
ramide quadrangulaire en deux pyramides triangulaires SAGE , 
SDGE. Ges deux pyramides ont pour hauteur commune la perpendi- 
culaire abaissée du sommet S sur le plan AGDE ; elles ont des bases 
égales, puisque les triangles AGE, DGE, sont les deux moitiés du 
même parallélogramme; donc les deux pyramides SAGE, SDGE, 
sont équivalentes entre elles ; mais la pyramide SDGE et la pyra- 
mide SABG ont des bases égales ABG, DES; elles ont aussi même 
hauteur , car cette hauteur est la distance des plans parallèles ABG, 
DES. Donc les deux pyramides SABG, SDGE, sont équivalentes; 
mais on a démontré que la pyramide SDGE est équivalente à la 
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pyramide SACE; donc les troi* pyramides 8ABC, 8DCE, SAGE, 
qui composent le prisme ABD sont équivalentes entre elles. Donc 
la pyramide SABC est le tiers du prisme ABD qui a même base et 
même hauteur. 

Corollaire. La solidité d'une pyramide triang^uiaire est égale au 
tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

PROPOSITION XIX. 

TDÉORÀHE. 

Toute pyramide SABCDE a pour mesure le tiers du produit d^ sa 
hase ABCDË par sa hauteur SO , /*. SU. 

Car en faisant passer les plans SEB , SEC , par les diagonales EB , 
EC, on divisera la pyramide polygonale SABCDE, en plusieurs py- 
ramides triangulaires qui auront toutes la même hauteur SO. Mais 
par le théorème précédent chacune de ces pyramides se mesure en 
multipliant chacune des bases ABE , BCE , CDE , par le tiers de sa 
hauteur 80 ; donc la somme des pyramides triangulaires , ou |a py- 
ramide polygonale SABCDE , aura pour mesure la somme des trian- 
gles ABE, BCE, CDE, ou le polygone ABCDE, multiplié par iSO; 
donc toute pyramide a pour mesure le tiers du produit de sa base 
par sa hauteur. 

Corollaire I. Toute pyramides est le tiers du prisme de même base 
et de même hauteur. 

Corollaire II. Deux pyramides de même hauteur sont entre elles 
comme leurs bases , et deux pyramides de même base sont entre 
elles comme leurs hauteurs. 

Schoîie, On peut évaluer la solidité de tout corps polyèdre en le 
décomposant en pyramides , et cette décomposition peut se faire de 
plusieurs manières : une des plus simples est de faire passer les 
plans de division par le sommet d'un même angle solide ; alors on 
aura autant de pyramides partielles qu'il y a de face dans le polyè- 
dre, excepté celles qui forment l'angle solide d'où partent les plans 
de division. 

PROPOSITION XX. 

THÉORÈME. 

Deux polyèdres symétriques sont tf^ivalents emtre euip ou è^au» 
en solidité, f. 202. 

Car 1* deux pyramides triangulaires symétriques, telles que SABC, 
TABC, ont pour mesure commune le produit de la base ABC par ht 
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tiers de la hauteur SO ou TO ; donc ces pyramides sont équivalentes 
entre elles. 

^ Si on partage d'une manière quelconque Fun des polyèdres 
symétriques en pyramides triangulaires , on pourra partager de 
même l'autre polyèdre en pyramides triangulaires symétriques ; or 
les pyramides triangulaires symétriques sont équivalentes chacune 
à chacune ; donc les polyèdres entiers seront équivalents entre eux 
ou égaux en solidité* 

SchoUe. Cette proposition semblait résulter immédiatement de 
la proposition II , où l'on a fait voir que dans deux polyèdres sy- 
métriques , toutes les parties constituantes d'un solide sont égales 
aux parties constituantes de l'autre; mais il n'en était pas moin« 
nécessaire de la démontrer d'une manière rigoureuse. 

PROPOSITION XXI. 

TEioates. 

Si une pyramide est coupée par un plan parallèle à sa base , le tronc 
qui reste en étant la petite pyramide, est égal à la somme de trois 
pyramides qui auraient pour hauteur commune la hauteur du tronc , 
et dont les hases seraient la base inférieure du tronc, sa base supérieure, 
et une moyenne proportionnelle entre ces deux bases, f. 217. 

Soit ABGDE une pyramide coupée par le plan abd parallèle à la 
base ; soit TFGH une pyramide triangulaire dont la base et la hau- 
teur soient égales ou équivalentes à celles de la pyramide SABGDE. 
On peut supposer les deux bases situées sur un même plan ; et alors 
le plan abd, prolongé , détei*minera dans la pyramide triangulaire 
une section fgh, située à la même hauteur au-dessus du plan com- 
mun des bases : d'où il résulte que la section fgh est à la section 
abd QOifimQ la base FGH est à la base ABD ( 16) ; et puisque les bases 
sont équivalentes , les sections le seront aussi. Les pyramides Saftccf^, 
Tfgh , sont donc équivalentes , puisqu'elles ont même hauteur et des 
bases équivalentes. Les pyramides entières SABCD£, TFGH, sont 
équivalentes par la même raison; donc les troncs kSïSdab, fGrUhfg, 
sont équivalents , et par conséquent il suffira de démontrer la pro- 
position énoncée, pour le seul cas du tronc de pyramide triangu- 
laire. 

Soit FGHÀ/i/, f . 218, un tronc de pyramide triangulaire à bases 
parallèles: par les trois points F, g,B,, conduisez le planF^H, qui 
retranchera du tronc la pyramide triangulaire gfFGH. Cette pyra- 
mide a pour base la base inférieure FGH du tronc , elle a aussi pour 

18. 
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hauteur la hauteur du tronc , puisque le sommet g est dans le plan 
de la base supérieure fgh. 

Après avoir retranché cette pyramide , il restera la pyramide qua- 
drangulaire gfhUYy dontsle sommet est g et la base /%HF. Par les 
trois points /", 9, H, conduisez le plan fgH , qui partagera la pyra* 
mide-quadrangulaire en deux triangulaires yF/TI , gfhE, Cette der- 
nière a pour base la base supérieure gfh du tronâ , et pour hauteur 
la hauteur du tronc , puisque son sommet H appartient à la base in- 
férieure : ainsi nous avons déjà deux des trois pyramides qui doi- 
vent composer le tronc. 

Il reste à considérer la troisième gfF/lI : or , si on mène §fK paral- 
lèle à /¥, et qu'on imagine une nouvelle pyramide /FHK, dont le 
sommet est K et la base F/H , ces deux pyramides auront même base 
F/H ; elles auront aussi même hauteur, puisque les sommets g et K' 
sont situés suif une ligne gK parallèle à F/*, et par conséquent paral- 
lèle au plan de la base; donc ces pyramides sont équivalentes. Mais 
la pyramide /FKH peut être considérée comme ayant son sommet 
en f, et ainsi elle aura même hauteur que le tronc ; quant à sa base 
FKH, je dis qu'elle est moyenne proportionnelle entre les bases FGH, 
fgh. En effet les triangles FHK , fgh , ont un angle égal F=/, et un 
côté égal FK =fg ; on a donc (24, 3 ) FHK : fgh:: TE: f%. On a aussi 
FHG : FHK :: FG : FK ou fg. Mais les triangles semblables FGH,/^A, 
donnent YG : fg::fU : fh; donc FGH : FHK :; FHK : fgh; et ainsi la 
base FHK est moyenne proportionnelle entre les deux bases FGH , 
fgh. Donc un tronc de pyramide triangulaire, à bases parallèles, équi- 
vaut à trois pyramides qui ont pour hauteur commune la hauteur 
du tronc , et dont les bases sont la base inférieure dû tronc, sa bas.e 
supérieure, et une moyenne proportionnelle entre ces deux bases, 

PROPOSITION XXII. 

THÉORÈME. 

Si on coupe un prisme triangulaire dont ABC est la base,parun pian 
DES mcliné à cette base, le solide ABCDES, qui résulte de cette section, 
sera égal kla somme de trois pyramides dont les sommets sont D, E, S, 
et la hase commune ABC, /*. 216. 

Par les trois points S , A , C , faites passer le plan SAC , qui retran-^ 
chera du prisme tronqué ABCDES la pyramide triangulaire S ABC*: 
cette pyramide a pour base ABC et pour sommet le point S. 

Après avoir retranché cette pyramide, il restera la pyramide qua- 
drangulaire SACDE, dont S est le sommet et ACDE la base. Par les 



iivui VI. 1S9 

trois points S , £, G, mene;t encore un plan S£C^ qui divisera la py- 
ramide qaudrangulaire en deux pyramides triangulaires SAGË^ 
SCDE. 

La pyramide SAEC , qui a pour base le triangle AEG et pour som- 
met le point S , est équivalente à une pyramide EABG , qui aurait 
pour base AEG et pour sommet le point B. Gar ces deux pyramides 
ont même base ; elles ont aussi même hauteur , puisque la ligne BS , 
étant parallèle à chacune des lignes^ AE , GD , est parallèle à leur 
plan AGE; donc la pyramide SAEG est équivalente à la pyramide 
EABG , laquelle peut être considérée comme ayant pour base ABG 
et pour s0mmet le point E. 

La troisième pyramide SGDEpeût être changée d'abord en ASGD; 
car ces deux pyramides ont la même base SGD ; elles ont aussi la 
' même hauteur, puisque AE esl parallèle au plan SGD; donc la pyra- 
mide SGDEest équivalente à ASGD. Ensuite la pyramide ASGD peut 
être changée en ABGD, car ces deux pyramides ont la base commune 
AGD ; elles ont aussi la même hauteur , puisque leurs sommets S et 
B sont situés sur une parallèle au plan de la base. Donc la pyramide 
SGDE, équivalente à ASGD, est aussi équivalente à ABGD ; or , celle- 
ci peut être regardée comme ayant pour base ABG et pour sommet 
le point D. 

Donc enfin le prisme tronqué ABGDES est égal à la somme de 
trois pyramides qui ont pour base commune ABG , et dont les som- 
mets sont respectivement les points D, E, S. 

Corollaire, Si les arêtes AE,BS,GD, sont perpendiculaires au 
plan de la base , elles seront en même temps les hauteurs des troiai 
pyramides qui composent le prisme tronqué; de sorte que la soli- 
dité du prisme tronqué sera exprimée pari ABG X AE-j-^ ABG X 
BS-f i ABGXGD , quantité qui se réduit à i ABG X (AE -f BS + GD), 

PROPOSITION XXIIL 

THÉORtlE. 

Deux pyramides triangulaires semblables ont les faces homologues 
semblables, et les angles solides homologues égaux, f. 203: 

Suivant la définition, les deux pyramides triangulaires SABG, 
TDEF, sont semblables, si les deux triangles SAB, ABG, sont sem- 
blables aux deux TDE, DEF, et semblablement placés , c'est-à-dire, 
si l'on a l'angle ABS = DET , BAS = EDT , ABG = DEF , BAG= EDF , 
et si en outre l'inclinaison des plans SAB, ABG, est égale à celle des 
plans TDE , DEF : cela posé , je dis que ces pyramides ont toutes les 
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faces semblables chacune à chacune, et les angles solides homolor 
gueségauic. 

Prenez BG=ED, BH = EF, BI ==ET, et joignez GH, GI, IH. La py^ 
ramide TDEF est égale à la pyramide IGBH ; car ayant pris les côtés 
GB, BH, égaux aux côtés DE, EF, et l'angle GBH étant, par hypothèse 
égal à Tangle DEF, le triangle GBH est égal à DEF ; donc , pour opé- 
rer la superposition des deux pyramides , on peut d'abord placer 
la base DEF sur son égale GBH; ensuite , puisque le plan DTE est in* 
clinésur DEF autant que le plan SAB sur ABC, il est clair que le plan 
DET tombera indéfiniment sur le plan ABS. Mais, par hypothèse,, 
l'angle DET = GBI, donc ET. tombera sur son égale BI ; et puisque 
les quatre points D , E , F , T, coïncident avec les quatre G , B , H , I , 
il s'ensuit (1) que la pyramide TDEF coïncide avec la pyramide IGBH. 

Or , à cause des triangles égaux DEF , GBH, on a l'angle BGH=:i 
ËDF=BAC ; donc GH est parallèle à AG. Far une raison semblable 
GI est parallèle à AS; donc le plan IGH est parallèle à SAC (18, ë). 
Be là il suit que le triangle IGH , ou son égal TDF, est semblable à 
SAC(15), et que le triangle IBH, ou son égal TEF, est semblable à 
SBC ; donc les deux pyramides triangulaires semblables SABC ,TDËF , 
ont les quatre faces semblables chacune à chacune : de plus elles 
ont les angles solides homologues égaux. 

Car on a déjà placé l'angle solide E sur son homologue B , et on 
pourrait faire de même pour deux autres angles solides homologues ; 
mais on voit immédiatement que deux angles solides homologue» 
sont égaux , par exemple, les angles T et S , parce qu'ils sont formés 
par trois augles plans égaux chacun à chacun , et semblablement 
placés. 

Donc , deux pyramides triangulaires semblables ont les faces ho- 
mologues semblables et les angles solides homologues égaux. 

Corollaire I. Les triangles semblables dans les deux pyramide» 
fournissent les proportions AB : DE :: BC : EF :: AG : DF :: AS : DT :: 
SB : TE : : se : TF ; donc , dans les pyramides triangulaires semblables , 
les côtés homologues sont proportionnels. 

' II. Et puisque les angles solides homolqgues sont égaux , il s'ensuit 
que r inclinaison de deux faces quelconques d'une pyramide est égale 
à l'inclinaison des deux faces homologues de la pyramide semblable. 

III. Si on coupe la pyramide triangulaire SABG par un plan GIH 
parallèle à l'une des faces SAC, la pyramide partielle BGIH sera sem- 
blable à la pyramide entière BASG ; car les triangles BGI , BGH, sont 
semblables sux triangles BAS, BAC, chacun à chacun, et sembla- 
blement placés ; l'inclinaison de leurs plans est la même de part et 
d'autre ; donc les deux pyramides sont senîblables. 
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lY. £n général , ai on coupê-une pyramide quelconque SABCDE |}ar 
un plan abede parallèle à la base, la pyramide partielle Sabcde sera 
semblable à lapyramide entière SABCDË. Car les bases ABCB£, abode, 
sont semblables, et en joignant AC,ac, on vient de prouver que la 
pyramide triangulaire SABC est semblable à la pyramide Sabc ; 
donc le point S est déterminé par rapport à la base ABC comme le 
point S Test par rapport à la base abc ( déf. 18 ) ; donc les deui py- 
ramides SABCDË, Sabcde, sont semblables, /. 214. 

Scholie. Au lieu de cinq données requises par la définition pour 
que deux pyramides triangulaires soient semblables, ou pourrait en 
substituer cinq autres, suivant différentes combinaisons, et il en ré- 
sulterait autant des théorèmes , parmi lesquels ou peut distinguer 
celui-ci : Deus pyramides triangulaires sont semblables lorsquelles oM 
les cotés homologues proportionnels. 

Car, si on a les proportions AB : DE :: BC : EF :: AC : DF t: AS : 
DT :: SB : TE :: se : TF , ce qui renferme cinq conditions , les trian- 
gles ABS , ABC , seront semblables aux triangles DET , DEF , et sem- 
blablement placés. On aura aussi le triangle SBC semblable à 
TEF , donc les trois angles plans qui forment Tangle solide B , se- 
ront égaux aux angles plans qui forment T angle solide E , chacun à 
chacun; d'où il suit queVinclinaison des plans SAB , ABC , est égale 
à celle de leurs homologues TDE, DEF, et qu'ainsi les deux py- 
ramides sont semblables , f, âOS. 

PROPOSmOW XXIV. 

THÉORÈME. 

Deuû? polyèdres semblables ont lés faces homologues semblables, et 
les angles solides homologues égautc , f. 219. 

Soit ABCDE la base d'un polyèdre *, soient M et N les sommets 
de deux angles solides , hors de cette base , déterminés par les 
pyramides triangulaires MABC , NABC , dont la base commune est 
ABC î soient dans l'autre polyèdre , abode la base homologue ou 
semblable à ABCDE , m et n les sommets homologues à M et N , dé- 
terminés par les pyramides mabc, nabc, semblables aux pyramides 
MABC ; NABC ; je dis d'abord que les distances MN , mn , sont pro- 
portionnelles aux côtés homologues AB , ab. 

En effet les pyramides MABC , mabc, étant semblables , l'inclinai- 
sondes plans MAC, BAC, est égale à celle des plans moo, bac; pa- 
reillement les pyramides NABC , nabc , étant semblables , Tinolinai- 
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son des plans NAC , BAC, est égale à celle des plans nac, bac : donc, 
si on setranche les premières inclinaisons des dernières , il restera 
l'inclinaison des plans NAC , MAC, égale à celle des plans nac, mac 
Mais, à cause de la similitude des mêmes pyramides, le triangle 
MAC est semblable à mac, et le triangle NAC est semblable à nac: 
donc les deux pyramides triangulaires MIN AC , mnac , ont deux faces 
semblables chacune à chacune, semblablement placées et également 
inclinées entre elles ; donc ces pyramides sont semblables (21 ), et 
leurs côtés homologues donnent la proportion MN : mn :rAM : am. 
D'ailleurs AM : am :: Afi : ab; donc MN : mn :: AB : ab. 

Soient V et p deux autres sommets homologues des mêmes polyè- 
dres, et on aura semblablement PN : pni: AB : a5, PM : pm :: AE : 
ab. Donc MN : mn :: PN : jon : : PM : pm. Donc le triangle PNM qui joint 
trois sommets quelconques d'un polyèdre est semblable au triangle pnm 
qui joint hs trois sommets homologues de l'autre polyèdre. 

Soient encore Q et 9 deux sommets- homologues , et le triangle. 
PQN sera semblable kpqn. Je dis de plus que l'inclinaison des plans 
PQN , PMN , est égale à celle des plans pqn , pmn. 

Car si on joint QM et cm, on aura toujours le triangle QNM sem- 
blable a qnm , et par conséquent l'angle QNM égal à qnm. Concevez 
en N un angle solide formé par les trois angles plans QNM, QNP, PNM, 
et en n un angle solide formé par les trois angles plans qnm, qnp, 
pnm: puisque ces angles plans sont égaux chacun à chacun , il s'en- 
suit que les angles solides sont égaux. Donc l'inclinaison des deux 
plans PNQ, PNM, est égale à celle de leurs homologues ^m^^ pnm; 
donc , si les deux triangles PNQ , PNM , étaient dans un même plan , 
auquel cas on aurait l'angle QNM = QNP -f- PNM, on aurait aussi 
l'angle qnm:=::qnp'\-pnm, et les deux triangles qnp, pnm, seraient 
aussi dans un même plan. 

Tout ce qui vient d'être démontré a lieu , quels que soient les an- 
gles M , N , P , Q, comparés à leurs homologues m, n, p, q. 

Supposons maintenant que la surface de l'un des polyèdres soit 
partagée en triangles ABC, A CD, MNP , NPQ , ete. , on voit que la 
surface de l'autre polyèdre contiendra un pareil nombre de trian- 
gles abc, acd, mnp, npq^ etc. , semblables et semblablement placés ; 
et si plusieurs triangles, comme MPN, NPQ, etc., appartiennent à 
une même face et sont dans un même plan , leurs homologues mpn, 
npq, etc. , seront pareillement dans un même plan. Donc toute face 
polygone dans un polyèdre répondra à une face polygone sembla- 
ble dans l'autre polyèdre; donc les deux polyèdres seront comjgris 
sous un même nombre de plans semblables et semblablement placés. 
Je dis de plus que les angles solides homologues seront égaux. 
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Car si l'angle solide N, par exemple, est formé par lesangles plans 
,QNP, PNM, MNR, QNR, l'angle solide homologue u sera formé par 
les angles plans qnp, piim, mnr, qnr. Or, ces angles plans sont égaux 
chacan àchacun,et l'inclinaison de deux plans adjacents est égale à 
cel.le de leurs homologues; donc les deux angles solides sont égaux, 
comme pouvant être superposés. 

Donc enfin deux polyèdres semblables ont les faces homologues 
semblables et les angles solides homologues égaux. 

Corollaire. Il suit de la démonstration précédente que si, avec 
quatre sommets d'un polyèdre , on forme une pyramide triangu- 
laire, et qu'on en forme une seconde avec les quatre sommets 
homologues d'un polyèdre semblable , ces deux pyramides seront 
semblables; car elles auront les côtés homologues proportion- 
nels (âl ,sch.). 

On voit en même temps que deux diagonales homologues (17,2), 
par exemple, AN , an, sont entre elles comme deux côtés homolo- 
gues AB , ab. 

PROPOSITION XXV. 

THÉORÈME. 

Deux polyèdres semblables peuvent se partager en un même nom- 
bre de pyramides triangulaires semblables chacune à chacune , et sem- 
hlablement placées. 

Car on a déjà vu que les surfaces de deux polyèdres peuvent se 
partager en un même nombre de triangles semblables chacun à 
chacun , et semblablement placées. Considère* tous les triangles 
d'un polyèdre , excepté ceux qui' forment l'angle solide A , comme 
les bases d'autant de pyramides triangulaires dont le sommet est en 
A ; ces pyramides prises ensemble composeront le polyèdre : parta- 
gez de même l'autre polyèdre en pyramides qui aient pour sommet 
commun celui de l'angle a homologue à A ; il est clair que la py- 
ramide qu4 joint quatre îîommetsd'un polyèdre sera semblable à 
la pyramide qui joint les quatre sommets homologues dcl'autre 
polyèdre. Donc deux polyèdres semblables , etc. 

PROPOSITION XXVI. 

TUÊORÊSE. 

Deux pyramides semblables sont entre elles comme les cubes des 
côtés homologues, f. 214. 

Car deux pyramides étant semblables, la plus petite pourra 
être placée dans la plus grande, de manière qu'elles aient l'angle 
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solide S commun. Alors les bases ÂBCDE, ahcde^ seront parallèles; 
car, puisque les faces homologues sont semblables ( 22 ) , l'angle 
^ab est égal à SAB , ainsi que Si&c à SBC ; donc le plan abc est pa- 
rallèle au plan ABC (IS, S). Gela posé, soit SO la perpendiculaire 
abaissée du sommet S sur le plan ABC , et soito le point où cette per- 
pendiculaire rencontre le plan ahc\ on aura , suivant ce qui a été 
déjà démontré (15) , SO : So : : SA : Sa : : AB : ah ; et par conséquent, 

iS0 4So::AB:aô, 
Mais les bases ABGDE, ahcde, étant des figures semblables, ou a, 

ABCDE : ahcde : : "ÂB : ô^.^ 
Multipliant ces deux proportions terme à terme, il en résultera la 
proportion , 

ABCDE X i SO : ahcde X i So : : AB : oÂ; 
or, ACBDE X ?S0 est la solidité de la pyramide SABCD£(i8), et 
abode X ^So est celle de la pyramide Sabcde; donc deux pyramides 
semblables sont entre elles comme les cubes de leurs côtés homo- 
gues. 

PROPOSITION XXVIL 

THÉORÈME. 

Deux polyèdres semblables sont entre eux comme les cubes des côtés 
homologues, f. ^19, 

Car deux polyèdres semblables peuvent être partagés en un même 
nombre de pyramides triangulaires semblables chacune à chacune 
(23). Or , les deux pyramides semblables APNM , apnm, sont entre 
elles comme les cubes des côtés homologues AM y am, on comme les 
cubes des côtés homologues AB , ah. Le même rapport aura lieu en- 
tre deux autres pyramides homologues quelconques; donc la somme 
de toutes les pyramides qui composent un iK)lyèdre, ou le polyèdre 
lui-^même, est à l'autre polyèdre, comme le cube d'un côté quelcon- 
que du premier est an cube du côté homologue du second. 

Scholie général. 

On peut présenter en termes algébriques, c'est-à-dire, de la 
manière la plus succincte , la récapitulation des principales pro- 
positions de ce livre concernant les solidités des polyèdres. 

Soit B la base d'un prisme, H sa hauteur ; la solidité du prisme 
«craBXHouBH. 

Soit B la base d'une pyramide , H sa hauteur ; la solidité de la py- 
ramide seraBXiH, ouHXiB, ou^BH. 
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Soit H la hauteur à*xm iroao de pyramide à bases parallèles, 
soient A et B ses bases ; j/ AB sera la moyenne proportionnelle 

entre elles, et la solidité du trene -yHXCA + B + l^-^^)- 

Soit B la base d'un tronc de prisme triangulaire, H, H', H", les 

hauteurs de ses trois sommets supérieurs , la solidité du prisme 

tronqué sera un I B X ( H + H' -f H" ). 

Soient enfin P et jd les solidités de deux polyèdres semblnbles, A 

et «deux côtés ou deux diagonales homologues.de ces polyèdres , 

on aura P: pi: k' i as. 



LIVRE VIL 



LA SPHÈRE. 

DÉFtniTiOlfAi 



1 4 La sphère est un solide terminé par une Surface courbe, dont 
tous les points sont également distants d'un point intérieur qu'on 
appelle centre. 

On peu.! imaginer que la sphère est produite par la révolution 
du demi-cercle DAË autour du diamètre D£ : car la surface décrite 
dans ce mouvement par la courbe DAË aura tous ses points à égales 
distances du centre G, f. 2â0. 

IL Le ray-on de la sphère est une ligne droite menée du centre à 
un point de la surface ; le diamètre ou axe est une ligtië passant p^r 
le centre, et terminée de part et d'autre à la surface* 

Tous les rayons de la sphère sont égaux ; tous les diamètres sont 
égaux et doubles du rayon. 

IIL II sera démontré (pr. 1) que toute section de la sphère 
faite par un plan, est un cercle : cela posé, on appelle grand cerctè 
la section qui passe par lé centre, pe/tV cercle celle qui n'y passe pas. 

lY^ Un plan est tangent à la sphère lorsqu'il n'a qu'un point 
commun arec sa surface: 

V.' "Le pôle d^un cercle de la sphère est un point dé la surface éga- 
lement éloigné de tous les points de la circonférence de ce cercle. 
On fera voir (pr. 6) que tout cercle, grand ou petit, a toujours deux 
pôles. 

VI. Triangle sphérique est une partie de la surface de la sphère 
comprise par trois arc^ de grands cercles. 

Ces arcs, qui s'appellent les côtés du triangle, sont toujours sup- 
posés plus petits que la demi-circonférence. Les angles que leurs 
plans font entre eux sont les angles du triangle. 

VIL Un triangle sphérique prend le nom de rectangle, isoscèle^ 
équilatéral, dans les mêmes cas qu'un triangle rectiligne. 

YIII. Polygone sphérique est une partie de la surface de la sphère 
terminéepar plusieurs arcs de grands cercles. 

IX. Fuseauesi la partie delà surface de la sphère comprise entre 
deux demi-grands cercles qui se teri^inent à un diamètre commun. 

X. J'appellerai com ou onglet sphériqiie la partie.du solide de la 



UYIB viu 147 

sphère eomprise eiUre leanièmes demi^râiul» cercles, et à laquelle 
le fuseau sert de base. 

XI, Pyramide spkériqiU est la partie du solide de la sphère com- 
prise entre les plans d'un an^e solide dont le sommet est au centre. 
La hase de la pyramide est le polygone sphérique intercepté par les 
mêmes plans. 

XII. On appelle jsoiw la partie dé la surface dé la sphère comprise 
entre dbux plans parallèles qui eh sont les bases. L'un de ces : plans 
pétttétve tangent à la sphère , alors la zone n'a qu'une base. 

XIIL Se^meni sphérique est la portion du solide de la sphère com- 
prise entre deux plans piarallèles qui eh sont les bases. 

L'un de ces plans peut être tangent à la sphère , alors le segment 
sphérique n'a qu'une basci 

XIY. La hauteur d'une zone ou d'un segment est la distancië des 
deux plans parallèles qui sont les bases de la zone ou du segment, 
f. 220. 

XV. Tandis que le demi-cerde DAE tournant autour du diamètre 
DE décrit la sphère , tout secteur circulaire , comme DGF ou FCH , 
décrit un solide qu'on appelle secteur sphérique. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

Toute section de h sphère , faite par un plan, est un cercle, f. 221. 

Soit AMB , la section faite par un plan dans la sphère dont le 
centre est G. Du point G menez la perpendiculaire GO sur le plan 
AMB , et difFérentes ligneii GM , GM , à différents points de la courbe 
AMB qui termine la section. 

Les obliques GM, GM, GB, sont égales, puisqu'elles sont des rayons 
de la sphère , elles sont donc également éloignées de la perpendicu- 
laire GO ( 5, 5 ) ; donc toutes les lignes OM, OM, OB, sont égales ; donc 
la section AMB est un cercle dont le point est le centre. 

Corollaire I. Si la section passe par le centre de la sphère , son 
rayonsera le rayon de la sphère; doue tous les grands cercles seront 
égaux entre eux. 

II. Deux grands cercles se coupent toujours en deux parties égales; 
cai*lenr intersection commune , passant par le centre, est un dia- 
mètre. 

III. Tout grand cercle divise la sphère et sa surface en deux par- 
ties égales ; car si , après avpir séparé les deux hémispshèresi on le$ 
applique sut la base commune en tournant leur convexité du même 
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c6té , ie& deux surfaces eoîcid^ro&t Vnne avécVmsdre^ san» quoi il j 
aurait des points plus près du centre les uns que les autres. 

IV. Le centre d^un petit cercle et celui de la sphère sonl sur une 
même droite perpendiculaire au plan du petit cercle , f. âM . 

y. Les petits cercles sont d'autant plus petits qu'ils sont plus ^oi« 
gués du centre de la sphère ; car plus la distance CO est grande^ plus 
est petite la eorde AB , diamètre du petit cercle AMB. 

YI Par deux points donnés sur la surface d'une «pkère , on peut 
faire passer un arc de grand cercle : car les deux points donnés et le 
centre de la sphère sont trois pointsqui déterminent la position d'un 
plan. Si cependant les deux points donnés étaient aux egxtrénïttés d'un 
diam'ètre , alors ces deux points et le centre seraient en ligne droite, 
et il y aurait une infinité de grands cercles qui pourraient passer 
par les deux points donnés. 

PROPOSITION IL 

THÉORÊVE. 

Bans faut iriangh sphérique ABC, un côté quelconque est plus petit 
que la somme des deux autres, f . %^% 

Soit Ole centre de la sphère, et soient menés les rayons OA, OB, OC. 
Si on imagine les plans AOB, AOC, COB, ces plans formeront au point 
un angle solide, et les anglesAOB, AOC, COB, auront pour mesure 
les côtés AB, AC, BC, du triangle sphérique ABC. Or, chacun des 
trois angles plans qui composent l'angle solide est moindre que la 
somme des deux autres (21 ,5); donc un coté quelconque du triaa-- 
gle ABC est moiudre que la somme des deux autres. 

_ PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

Le plus court chemin d'un point à un autre, sur lajsurface de lasphère, 
est Varc de grand cercle qui joint les deux points donnés, fr 223. , 

Soit ANB rarcMe grand cercle qui joint les points A et B , et soit 
hors decetarc, s'il est possible, M un point de la ligne la plus courte 
entré A etB. Parle point H menez les arcs de grands cereles MA, MB, 
et prenez BN=MB. 

Suivant le théorème précédent l'arc ANB est plus court que AM 
-j-iîtfB; retranchant de part et d'autre BN=BM, il restera AN <AM. 
Or , la distance de B en BÏ, soit qu'elle se confonde avec l^arc RM j ou 
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qu^elle soit fout autre ligue, e«it égale à la distance de B et N; car en 
faisant tourner le pla» du grand cercle BH autour du diamètre qui 
passe par B ,. on peut amener le point M sur le point N, et alors la 
ligne la plus courte de M en B , quelle qu'elle soit , se confondra 
aTcc celle de N en B ; donc les deux chemins de A en B , Fun eu pas* 
sant par M , l'autre en pasâant par N , ont une partie égale de M en B 
et de N en B. Le premier chemin est, par hypothèse, le plus court; 
donc la distance de A en M est plus courte que la distance de A en N , 
cequi serait ahsurde , puisque l'arc AM est plus grand que AN ; donc 
aucun point de la ligne la plus courte entre A et B ne peut être hors 
de l'arc Al^B; donc cet arc est lui-même la ligue la plus courte entre 
ses extrémités. 

PROPOSITION IV. 

TifÉoa&n. 

Lasomtne des troU côtés d'un triangle sphérique est moindre que la 
circonférence d^un grand cercle, f. 284. 

Soit ABC un triangle sphérîque quelconque ; prolongez les côtés 
AB, AC, jusqu'à ce qu'ils se rencontrent de nouveau en D. Les arcs 
ABD, ACD, seront des demi-circonférences, puisque deux grands 
cercles se coupent toujours en deux parties égales (1); mais dans 
le triangle BCD on aie côté BC<BD-|-CD(2); ajoutant départ et 
d'autre AB-f- AC, ou aura AB-f AC-f BC < ABD-|- ACD, c'est-à-dire, 
plus petit qu'une circonférence. 

PROPOSITION V. 

THÊOBÈHE. 

La somme des côtés de tout polygone sphérique est moindre que la ^ 
circonférence d'un grand cercle , f . 22S. 

Soit, par exemple, le pentagone ABCDË : prolongez les côtés AB, 
BC, jusqu'à leur rencontre en F; puisque BC est plus petit que BF -|- 
CF^ le contour du pentagone ABCDE est plus petit q^e celui duqua^ 
drilatère AEBF. Prolongez^ de nouveau les côtés AE, FD, jusqu'à 
leur rencontre en 6, on aura ED<^EG-1-GD; donc le contour du 
quadrilatère AEDF est plus petit que celui du triangle AFG ; celui-ci 
estplus petit que la circonférence d'un grand cercle ; donc à fortiori 
le contour du polygone ABCDE est moindre que cette même circon- 
férence. 
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Scholie, Céttepropositionestàu foiid la même que la xxii^du livre 
V ; car , si e&t le centre de la sphère , on peut imaginer au point O 
un angle solide formé par les angles plans AOB^ BOG, ÇOD, etc. , et 
la somme de ces angles doi:t être plus petite que quatre, angles droits, 
ce qui ne diffère pas de la proposition présente. La démonstration 
que nous Tenons de donner est différente de celle du livre v; l'une 
et l'autre supposent que le polygone ABCDË est convexe , ou qu'au-- 
run côté prolongé ne coupe la figure. 

PROPOSITION VL 

THÊOEÊaE. 

Si on mène le diamètre D£ perpendictêhire au pian du grand cercle 
AMB, les extrémités B et'E de ce diamètre seront des pôles du cercle 
AMB, et de tous les petits cercles, comms FNG, qui lui sont parallèles y 
f. 220. 

Car DC, étant perpendiculaire au plan AMB, est perpendiculaire 
à toutes les droites GA , CM , GB , etc. , menées par son pied dans ce 
plan; donc tous les. arcs DA , DM , DB , etc. , sont des quarts de cir- 
conférenœ : il en est de même des arcs EA , £M , ËB, etc. ; donc les 
points]) et £ sont chacun également éloignés de tous les points de la 
circonférence AMB ; donc ils sont les pôles de cette circonfé- 
rence (déf. 5), 

£n secopd lieu, le rayon i)G, perpendiculaire au pl^n AMB, est 
perpendiculaire à son parallèle FPiG; donc il passe par le centreOdù 
cercle FWG (1) ; donc si on tire les obliques DF , DN , DG, ces obliques 
s'écarteront également de la perpendiculaire DO et seront égales. 
Maisles cordes étant égales, les arcs sont égaux; donc les arcs DF,DN, 
DG , etc. , sont égaux entre eux; donc le point D est le pôle du pe- 
tit cercle £NG , et par la même raison le point £ est l'autre pôle. 

Corollaire 1. Tout arc DM mené d'un point de l'arc du grand cer- 
cle AMB à son pôle est un quart de circonférence , que nous appelle- 
rons pour abréger un quadrans, ou un quadrant , et ce quadrant 
fait en même temps un angle droit avec l'arc AM. Car la ligne DC 
étant perpendiculaire au planAMC, tout plan DMC qui passe par la 
ligne DG est perpendiculaire au plan AfflC ( 18, 6 ) ; donc Fangle de 
ces plans, ou suivant la déf. vi , l'angle AMD , est un angle droit. 

II. Pour trouver le pôle d'un arc donné AM , menet l'arc indéfini 
MD perpendiculaire à AM, pernezMDégal à un qpiadrant , et le point 
D sera un des pôles de l'arc MD ; ou bien menez aux, deux points A 
et M les arcs AD et MD perpendiculaires à AM , le point de concoura 
D de ces deux arcs sera le pôle demandé. 
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in. Réciproquement^ si la distance da point D à chacnn des points 
Aet M est égalé à un quadrant , je dis que le point D sera le pôle de 
l'arc AM , et qu'en même temps les angles DAM, AMB, seront droits. 

Car soit G le centre de la sphère , et soient menés les rayons GA , 
CD, GM : puisque les angles AGD, HGD, sont droits, la ligne CD est 
perpendiculaire aux deux droites GA , CM ; donc elle est perpendi- 
laire à leur plan ; donc le point D est le pôle de Tare AM ; et par suite 
les angles DAM , AMD, sont droits. 

Scholie. Les propriétés des pôles permettent de tracer sur la sur- 
face de la sphère des arcs de cercle avec la même facilité que sur 
une surface plane. On voit , par exemple , qu'en faisant tourner 
l'arc DF ou toute autre ligne de même intervalle autour du point D, 
l'extrémité F décrira le petit cerclé FNG; et si on fait tourner le 
quadrant DFA autour du point D, l'extrémité A décrira l'arc de 
grand cercle AM. 

S'il faut prolonger l'arc AM , ou si on ne donne que les points A 
et M par lesquels cet arc doit passer, on déterminera d'abord le 
pôle D par l'intersection de deux arcs décrits des points A et M 
comme centres avec un intervalle égal au quadrant. Le pôle D étant 
trouvé, on décrira du point D, comme centre et avec le même in* 
lervalle , l'arc AM et son prolongement. 

Enfin , s'il faut du point donné P abaisser un arc perpendiculaire 
sur l'arc donné AM , on prolongera celui-ci en S j usqu'a ce que l'in- 
tervalle PS soit égal à un quadrant ; ensuite du pôle S et du même 
intervalle on décrira l'arc PM, qui sera l'arc perpendiculaire de^ 
mandé. 

PROPOSITION VII. 

THÉORÈME. 

Tout plan perpendiculaire à Vewtrémité d'un rayon est tangent à la 
«jsAcr^, f. 226. 

Soit FAG un plan perpendiculaire à l'extrémité du rayon OA ; si 
on prend un point quelconque M sur ce plan , et qu'enjoigne OM et 
AM, l'angle OAM sera droit, et ai^si la distance OM sera plus grande 
queOA.Le point M est donc hors de la sphère; et, comme il en est de 
même de tout autre point du plan FA6 , il s'ensuit que ce plan n'a 
que le seul point A commun avec la surface de la sphère; donc il 
est tangent à cette surface (déf. 4 ). 

Scholie, On peut prouver de même que deux sphères n'ont qu'un 
point commun , et sont par conséquent tangentes l'une à l'autre : 
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lorsque la distance de leurs centres est égale à la somme on à la diffé- 
rence de leurs rayons , alors les centres et le point de contact sont 
en ligne droite. 

PROPOSITION VIIL 

TUÉORÊAE. 

L* angle BAC que font entre eux deux arcs de grands cercîe , AB , 
AC , est égal à l'angle FAG , formé par les tangentes de ces arcs A: il a 
aussi pour mesure Varc DE, décrit du point A comme pôle entre tes cô- 
tés AB, h£»^ prolongés s'il est nécessaire , f. 226. 

Car la tangente AF,' menée dans le plan de Tare AB, estjperpen- 
diculaire au rayon AO ; la tangente AG , menée dans le plan de l'are 
AC, est pei'pendiculaire au même rayon AO. Donc l'angle FAG est 
égal à Vi^ngle des plans OAB , OAC (17, 5) , qui est celui des arcs AB , 
AC , et qui se désigne par BAC. 

Pareillement , si Tare AD est égal à un quadrant , ainsi que A£ , 
les lignes OD, OE, seront perpendiculaires à AO , et Fangle DDE 
sera encore égal à Tangle des plans AOD , AOE yàona Tare DE est la 
mesure de Tangle de ces plans , ou la mesure de l'angle CAB. 

Corollaire. Les angles des triangles sphériques peuvent se com- 
parer entre eux par les arcs de grands cercles décrits de leurs som- 
mets «omme pôles et compris entre leurs côtés : ainsi il est facile 
de faire un angle égal à un angle donné. 

Scholie, Les angles opposés au sommet , tels que ACO et BCN sont 
égaux ; car l'un ou l'autre est toujours l'angle formé par les deux 
plansACB,0C]V,/'.2S8. 

On voit aussi que dans la rencontre de deux arcs AÇB, OCN , les 
deux angles adjacents ACO , OCB , pris ensemble , valent toujours 
deux angles droits. 

PROPOSITION IX. 

THÉORftUE. 

Etant donné le triangle ABC , si des points A, B, C, co,mme pôles , 
on décrit les arcs EF, FD, DE, qui formant le triangle DEF ; réciproque' 
ment les trois points D,E,F, seront les pôles des c^^e«BC,AC,AB, /*. 227. 

Car le point A étant le pôle de l'arc EF , la distance AE est un 
quadrant; lepoint C étant le pôle de l'arc DE, la distance CE 
est pareillement un quadrant; donc le point E est éloigné d'un 
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qoi^drant de cluicun des pointa A et C ; donc il est le pAle de Vare 
AC (6, cor â). On démoBlrera de même que B est le p6k de Tare 
fiC , et F oelui de Tare AB. 

Corollaire. Donc le triangle ABC peut être décrit par le moyen de 
S£F , comme SEF par le moyen de ABC. 

PROPOSITION X, 

THÉOaÈHl. 

Les viémes choses étant posées que dans le théorème précédent, eha^ 
que angle de l'un des triangles ABC , B£F , aura pour mesure la demi-* 
eirci^fér^ee moisis h 'Oètéoppo§é dans Vautre triangle^ f. 2â7. 

Soient prolongés , s'il est néc^saire , les cètés AB , AC , jusqu'à la 
rencontré de £Fen Get H; puisque le point A est le pôle de Tare 
€rH , l!angle A aura pour mesure Tare GH. Mais l'arc £H est un qua- 
drant ainsi que GF , puisque £ est le pôle de AH , et F le pôle de AG ^ 
donc EH-[-GFvautunedemi-circonférence.Or £H4-GFestlamêmfl 
chose que £F4-&H ; donc l'arc GH qui mesure l'angle A est égal à 
une demi^ciTconférence moins le côté £F ; de même l'angle B aura 
pour mesure 3 cire, — DF , et l'angle C , \ cire. — • DE. 

dette propriété doit être réciproque entre les deux triangles, 
puisqu'ils se décrivent de la même manière l'un par le moyen de 
l'autre. Ainsi on trouvera que les angles D , £ , F , du triangle DEF , 
ont pour mesure respectivement^ cire, — BC ,5 ctrc— AC 5 ciro. *— 
AB. £n effet l'angle B, par exemple , a pour mesure l'arc MI ; or MI 
4-BC=MC4-BI=^ctrc. : donc Tare MI, mesure de l'angle Br= 
A cire, — BC, et ainsi des autres. 

Scholie, Il faut remarquer qu'outre le triangle BEF, f . 228 ; on en 
pourrait former trois autres par l'intersection des trois arcs BE , 
£F, BF. Mais la proposition actuelle n'a lieu que pour le triangle cen- 
tral , f, 227, qui est distingué des trois autres en ce que les deux 
angles A et B sont situés d'un même pôté de BC , les deux B et E 
d'un même côté de AC , et les deux € et F d'un même côté de AB. 

On donne différents noms aux deux triangles ABC , BEF ; nous les 
Sipj^elleronsUiangles polaires. 

PROPOSITION XI. 

LEHHS. 

Étant donné'le triangle ABC, si du pôle A. et de V intervalle kCon 
décrit Varc de petit cercle BEC; si du pôle B et de Viuiervalle BC on 

20. 
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décrit ftareillemeni tare DFG, et que du point D, ùùles ares DEC, 
BFG , S9 coupent, vn mène les arcs de grands cercles AD, DB ; je dis que 
le triangle ADB, ainsi formé, aura ses parties égales à celles du triangle 
ACB,/'.229. 

. Car par construction le côté AD = AG , DB=BG , AB est commun; 
donc ces deux triangles ont les côtés égaux chacun à chacun. Je dis 
maintenant que les angles opposés aux côtés égaux sont égaux. 

En e£Pet , si le centre de la sphère est supposé en , on peut con- 
cevoir un angle solide formé au point par les trois angles plans 
AOB, AOC , 60C ; on peut concevoir de même un second angle solide 
formé par les trois angles plans AOB , AOD , BOD. Et puisque les cô- 
tés du triangle ABG sont égaux à ceux du triangle ADB , il s'ensuit 
que les angles plans qui forment un de ces angles solides sont égaux 
aux angles plans qui forment Fautrè angle solide, chacun à chacun : 
mais dans ce cas il a été démontré (âS, ë) que les plans dans les- 
quels sont les angles égaux sont également inclinés entre eux ; donc 
les angles du triangle sphérique DAB sont égaux à ceux du trian- 
gle CAB, savoir DAB= BAC, DBA = ABC, et ADB=±AGB;doncles 
côtés et les angles du triangle ADB , sont égaux aux côtés et aux 
angles du triangle ACB. 

Scholie L'égalité de ces triangles n'est cependant pas une égalité 
absolue Ou de superposition , car il serait impossible de les appli- 
quer l'un sur l'autre exactement, à moins qu'ils ne fussent isoscèles. 
L'égalité dont il s'agit est ce que nous avons déjà appelé une égalité 
par symétrie, et par cette raison nous appellerons les triangles ACB, 
ÀJUiB y triaf^les symétriques 

PROPOSITION XII. 

THiOBÊHB. 

Deuap triangles situés sur la même sphère , ou sur des sphères égales , 
sont égaux dans toutes leurs parties , lorsqu'ils ont un angle égal com* 
pris entre côtés égaux chacun à chacun, f. âSO. 

Soit le côté AB=:EF , le côté AC=EG , et l'angle BAG=:FEG , le 
triangle EFG pourra être placé sur le triangle ABG ou sur son symé- 
trique ABD, de la même manière qu'on superpose deux triangles 
rectilignes qui ont un angle égal compris entre côtés égaux. Donc 
toutes les parties du triangle EFG seront égales à celles du trian- 
gle ABC, c'est-à-dire qu'outre les trois parties égales, on aura le 
«ôté BG=FG, Fangle ABC=EFG , et l'angle ACB =EGF. 
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PROPOSITION xm. 

THÉOKÈXE. 

Deujf ttiangles situés sur la même sphère , ou sur des sphères égales, 
sQHi égaux dans toutes leurs parties, lorsquUls ont un côté égal adjacent 
à deuw angles égauûp chacun à chacun, 

Qar F un de ces triangles peut être placé sur Tautre ou sur son sjr 
i^iétrique , comme on le fait dans le cas pareil des triangles rectili- 
^ne%. Voyez la prop. VII, Liv.L ' , 

PROPOSITION XIV. 

THÉORÊXE. 

Si deux triangles situés sur la même sphère, ou sur des sphères égales, 
sont équilatéraux entre eux, ils seront aussi équiangles , et les anales 
égaux seront opposés aux côtés égaux, f . 229. 

Gela est manifeste par la proposition xz, où Ton a vu qu'avec trois 
côtés donnés AB , AG , BG , on ne peut faire que deux triangles AGB , 
ABD, diflFérents quant à la position. des parties, mais égaux quant 
à la grandeur de ces mêmes parties. Donc deux triangles équilaté- 
raux entre eux sont ou absolument égaux , ou au moiiis égs^ux par 
symétrie ; dans Tun et Tautrej cas ils son t. équiangles , et les angles 
égaux sont opposés aux côtés égaux. 

PROPOSITIOO XV. 

TBÊORÈHE. 

Dans tout triangle sphérique isoscèle les angles opposés aux cotés 
égaux sont égaux ; et réciproquement, si deux angles d'un triangle 
sphérique sont égaux ^ le triangle sera isoscèle, f. âSl. 

1* Soit le côté AB=r AC ; je dis qu'on aura l'angle C=B : car si c^u 
sommet A au point D, milieu de la base, on mène Tare AD^ les deux 
triangles ABD , ADG , aui^ont les trois côtés égaux chacun à, chacun ; 
savoir , AD commun , BD=DG , et AB= AG : donc , par le théorème 
précédent , ces triangles auront les angles égaux, et on aura B=C. 

2* Soit Tangle B=G ; je dis qu'on aura AC= AB : car si le côté AB 
n'est pas égal à AG, soit AB le plus grand des deux, prenez BO = AG, 
çt joignez OG. Les deux côtés BO , BC , sont égaux aux deux AG , BG ; 
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l'angle compris par les premiers OBC est égal à l'angle compris par 
les seconds ACB. Donc les deux triangles BOC , AGE , ont les autres 
parties égales (21 ) , et on a l'angle OCB= ABC : mais l'angle ABC , 
par hypothèse , = ACB ; dont on aurait OCB=: ACB , ce qui est im- 
possible ; donc on ne peut supposer AB di£Pérent de AC ; donc les 
côtés AB , AC , opposés aux angles égaux B et C , sont égaux. 

Scholie, La même démonstration prouve que l'angle BAD=DAC, 
et que l'angle BDA=AI)C. Donc ces deux derniers sont droits; donc 
fate mené du sommet d'un triangle sphérique ieoscèle ou milieu de 
sa huêe est perpendiculaire d cette base, et divise l'angle du sommet 
en deuw parties égales, 

PROPOSmOH XVÏ. 

THÉORÈ». 

Dans un triangle sphériqt&e ABC , si l'angle A est plus grand que l'an- 
gleB^ le côté BC opposé à l'angle A sera plus grand que le côté AC op- 
posé à l'angle B ; réciproquement, si le côté BC est plus grand que CA , 
l'angle A sera plus grand que l'angle B , f. iSS. 

1* Soit l'angle A >• B , faites l'angle BAD = B , vous aurez AD ^ 
DB (lS):mais AD-[-ï)C est plus grand que AC; à la place de AD 
mettant DB , on aura DB -f DC ou BC > AC. 

â' Si on suppose BC> AC, je dis que l'angle BAC sera plus grand 
que ABC : car , si BAC était égal à ABC , on aurait BC =;= AC ; et si on 
avait BAC -< ABC, il s'ensuivrait , par ce qui vient d^être démontré, 
qu'on a BC'<AC;cequi est contre la supposition. Donc l'angle 
BAC et plus grand que ABC. 

PROPOSITION XVII. 

TflÊOAtHS. 

Si les deux côtés AB, AC, du triangle sphérique ABC sont égaux aux 
deux côtés DE , DF , du triangle DEF tracé sur une sphère égale , si en 
fnéme temps F angle A est plus grand que l'angle D , je dis que le troi- 
sième côtéBG du premier triangle sera plus grand que le troisième EF 
du second, f. 288. 

La démonstrationest absolument semblahbà€elledelapr.i,liv.i. 
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PROPOSITION XVIIL 

THtOBÈHI. 

Si deux irianglei tracés sur la même sphère ou sur des sphères égales 
iont équiangles entre eux, ils seront aussi équilatéraux. 

Soient A et B leis deux triangles donnés, PetQ leurs triangles 
polaires. Puisque les angles sont égaux dans les triangles A et B , les 
côtés seront égaux dans les polaires P et Q { 10 ) : mais de oe que les 
triangles P et Q sontéquilatéraux entre eux, il s'ensuit qu'ils sont 
aussi équiangles ( l'i); enfin, de ce que les angles sont égaux dans 
les triangles P et Q , il s'ensuit ( 10) que les cètés sont égaux dans 
leurs polaires A et B. donc les triangles équiangles A et B sont en 
même temps équilatéraux entre eux. 

On peut encore démontrer la même proposition sans le secours 
des triangles polaires de la manière suivante. 

Soient ABC, D£F, deux triangles équiangles entre eux , de sorte 
qu'on ait A = D , B = E , C = F ; je dis qu'on aura le côté AB = DE, 
AC=:DF,BC=EF/.234. 

Sur le prolongement des côtés AB , AC , prenez AG = DE , et AH 
= DF ; joignez GH et prolongez les arcs B€ , GH , jusqu'à ce qu'ils se 
rencontrent en I et K. 

Les deux côtés AG , AH , sont par construction égaux aux deux 
DF, DE; l'anglç compris GAHsBACcs EDF; donc(12) lestrian*- 
l^les AGH , DEF, sont égaux dans toutos leurs parties , donc l'angle 
AGHr=DEF = ABC, etl'angleAHG=:DFE= ACB. 

Daiis les triangles iBG,KBG, le côté BG est commun, l'angle 
IGBz=GBK;et puisque IGB-|-BGKest égala deux dr^nts , ainsi 
que GBK -f IBG , il s'ensuit que BGKzsIBG. Donc les triang^esISG, 
GBK, sont égaux( 18) , donc IG=BK, çl IB œGK. 

Pareillement, de ce que l'angleAHG== AGB^eneohcïtira que 
les triangles ICH,HCK, ont un côté égal adjacent a deux angles 
égaux ; donc ils sont égaux ; donc IH= CK , HK =s IG. 

Maintenant , si des égales BK, IG , on retmncfaeles égales CIL , IH, 
les restes BC, GH, seront égaux. D'ailleurs l'angle BCAss AHG, et 
l'angle ABC = AGH. Donc les triangles ABC , AHG , ont un côté égal 
adjacent à deux angles égaux ; donc ils sont égaux : mais le trian- 
gle DEF est égaldans toutes ses parties au triangle AHG; donc il 
est égal aussi au triangle ABC , et on aur^^ AB es? DE , ACssBF y BC 
=EF; donc, si deux triangles sphériques sont équiangles entre eux, 
les côtés opposés aux angles égaux seroljit égaux. 
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SckoUe. Cette proposition n'a pas lieu dans les triangles rectili- 
gnes , où de l'égalité des angles on ne peut conclure que la propor- 
tionnalité des côtés. Mais il est aisé de rendre compte de la différence, 
qui se trouve à cet égard entre les triangles rectilignes et les trian- 
gles sphériques. Dans la proposition présente, ainsi que dans les 
prop. XII , xin , xiY , et xvn , où il s*agit de la comparaison des trian- 
gles , il est dit expressément que ces triangles sont tracés sur la 
même sphère ou sur des sphères égales. Or les arcs semblables sont 
proportionnels aux rayons; donc, sur des sphères égales, deux 
triangles ne peuvent être semblables sans être égaux. Il n'est donc 
pas surprenant que l'égalité des angles entraine l'égalité de s côtés. 

Il en serait autrement si les triangles étaient tracés sur des sphè- 
res inégales; alors les angles étant égaux, les triangles seraient 
semblables, et les côtés homologues seraient entre eux comme les 
rayons des sphères . 

PROPOSITION XIX. 

THÉORÊIE. 

La somme des angles de tout triangle sphérique est moindre que 
six eiplus grande que deux angles droits* 

Car 1* chaque angle d'un triangle sphérique est moindre que 
deux angles droits (voy ex le scholie d'après) ; donc la somme des 
trois angles est moindre que six anjgples droits. 

^ La mesure de chaque angle d'un triangle sphérique est égale 
à la demi-circonférence moins le côté correspondant du triangle 
polaire (10) ; donc la somme des trois angles a pour mesure trois 
demi^circonférences moins la somme des côtés du triangle polaire. 
Or eette dernière somme est plus petite qu'une circonférence (4) ; 
donc, en la retranchant de trois- demi-circonférences, le reste sera 
plus grand qu^une demi-circonférence , qui est la mesure de deux 
angles droits*; donc î« la somme des trois angles d'un triangle sphé- 
rique est plus grande que deux angles droits. 

Corollaire I. La soinme des angles d'un triangle sphérique n'est 
pas constante comme celle des angles rectilignes ; elle varie depuis 
deux angles droits jusqu'à six , sans pouvoir être égaie à l'une ni 
à l'autre limite. Ainsi deux angles donnés ne font pas connaître le 
troisième. 

Corollaire II. un triangle sphérique peut avoir deux ou trois 
angles droits , deux ou trois angles obtus. 

Si le triangle ABC est bi-rectangle , c'est-à-dire s'il a deux angles 
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droits B et G ; le sommet A sera le pôle de la base BC ( 6 ) ; et les cô- 
tés AB , AG , seront des quadrants , /. â8ë. 

Si en outre l'angle A est droit , le triangle ABG sera tri-rectangle , 
ses angles seront tous droits et ses côtés des quadrants. Le triangle 
tri-rectangle est contenu huit fois dans la surface de la sphère; 
c'est ce que Ton voit par la fig. âd6 , en supposant Tare IttN égal à 
un quadrant. 

Scholie. Nous avons supposé dans tout ce qui précède, et confor- 
mément à la définit, vi , que les triangles sphériques ont leurs côtés 
toujours plus petits que la demi-circonférence ; alors il s'ensuit que 
les angles sont toujours plus petits que deux angles droits : car, si 
le côté AB est moindre que la demi-circonférence, ainsi que AG, 
ces arcs doivent être prolongés tous deux pour se rencontrer en D, 
f, 224. Or les deux angles ABG, GBD, pris ensemble, valent deux 
angles droits ; donc l'angle ABG tout seul est moindre que deux an- 
gles droits. 

Nous observerons cependant qu'il existe des triangles sphériques 
dont certains côtés sont plus grands que la demi-circonférence, et 
certains angles plus grands que deux angles droits. Gar , si on pro- 
longe le côté AG en une circonférence entière ACE , ce qui reste, en 
retranchant de la demi-sphère le triangle ABG , est un nouveau 
triangle , qu'on peut désigner aussi par ABG , et dont les côtés sont 
AB , BG , AëDG. Oh voit donc que le côté A£DG est plus grand que la 
demi-circonférence AED ; mais en même temps l'angle opposé en B 
surpasse deux angles droits de la quantité GBD. 

Au reste si on a exclu de la définition les triangles dont les côtés 
et les angles sont si grands, c'est que leur résolution ou la détermi- 
nation de leurs parties se réduit toujours à celle des triangles ren-» 
fermés dans la définition. En effet on voit aisément que si on: 
connaît les angles et les côtés du triangle ABG, on connaîtra im- 
médiatement les angles et les côtés du triangle de même nom qui 
est le reste de la demi-sphère. 

PROPOSITION XX. 

THÉORÈSE. 

Le fuseau AMBNA est à la surface de fa sphère comme Vangle MAN 
de ce fuseau est à quatre angles droits, ou comme Varc MN qui me- 
sure cet angle est à la circonférence , f . 286. 

Supposons d'abord que l'arc MN. soit à la circonférence MNPQ 
dans un ï'npport' rationnel , par cxemplç , comme 6 est à 48. On di- 



tïêeté U ciroonfëretiGd MNPQ en 4S paires égales, dontMIf con- 
tiendra 6 ; joignant ensuite le pôle A et tes points de division par 
autant de «[uarts de ci^confèrence, on aura ÀQ triangles dans la 
demi-'Sphère AMltPQ , lesquels seront tous égaux entre eux , puis- 
qu'ils auront toutes leurs parties égaler. La sphère entière con- 
tiendra donc 90 de ces triangles partiels ^ et le fuseau AHBNA en 
contiendra 10; donc le fuseau est à la sphère comme lOest à96, 
ou comme 5 est à 48 , c'est-à-dire comme l'arc MN est à la circon- 
rence. 

Si l'arc Mil n^est pas commeufiurable arec la circonférence, on 
prouvera par le même raisonnement dont on a déjà vu beaucoup 
d'exemples , que le fuseau est toujours à la sphère comme l'are HEN 
est à la circonférence. 

Corollaire I. Deux fuseaux sont entre eux comme leurs angles res- 
pectifs. 

Corollaire II. On a déjà vu que la surface entière de la sphère est 
égale à huit triangles tri-rectangles ( 19) ; donc si l'aire d'un de ces 
tf iangles est prise pour l'unité , la surface de la sphère sera repré- 
sentée par d. Cela posé , la surface dn fuseau dont l'angle est A sera 
exprimée par ÎA (si toutefois l'angle A est évalué en prenant l'an- 
gle pour unité); car on a ÎA : 8 :: A : 4. Il y a donc ici deux uni- 
tés différentes ; l'une pour les angles , c'est l'angle droit ; l'autre 
pour les surfaces, c'est le triangle sphérique tri-rectangle, ou celui 
dont tous les angles sont droits, et les côtés des quarts de circonfé- 
rence. 

Scholie, L'onglet compris par les plans AMB, ANB, est au solide 
entier de la sphère comme l'angle A est à quatre angles droits. Car 
les fuseaux étant égaux , les onglets sphériques seront pareillement 
égaux : donc deux onglets sphériques sont entre eux comme les an- 
gles formés par les plans qui les comprennent. 

PROPOSITIOlfXXI. 

THiORÈHB. 

Deu:e triangles sphériques symétriques sont égaux en surface, f. 2S7. 

Soient ABC, D£F deux triangles symétriques, c'est-à-dire, deux 
triangles qui ont les côtés égaux, AB=DE, AC=DF, CB=EF, et 
qui cependant ne pourraient être superposés ; je dis que la surface 
ABC est égale à la surface D£F. 

Soit P le pôle du petit cercle qui passerait par les trois points A, 
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B , C ( 1 ) ; de ce point soient menés les arcs égaux ( 6. ) PA , PB , PC ; 
au point F faites Fangle DFQ=ACP, rarcFQ=CP, et joignez DQ, 
EQ. 

Les côtés DF, FQ,sontégauj: aux côtés AG, CP, Fangle DFQ=ACP; 
donc les deux triangles DFQ, ACP, sont égaux dans toutes leurs par- 
ties ( 12) ; donc le côté DQ= AP, et Vangle DQF==: APC. 

Bans les triangles proposés DF£, ABC, les angles BF£, ACB, op- 
posés aux côtés égaux DE , AB y étant égaux ( 1 1 ) , si on en retranche 
les angles DFQ , ACP , égaux par construction , il restera Fangle QFE 
égal à PCB. D'ailleurs les côtés QF, F£, sont égaux aux côtés PC ^ CB j 
donc les deux triangles FQE , CPB, sont égaux dans toutes leurs par- 
ties ; donc le côté QE =PB, et Fangle FQE= CPB. 

Si on observe maintenant que les triangles DFQ , ACP , qui ont les 
côtéséfaux chacun à chacun,sont en même temps isoscèles, on verra 
qu'ils peuvent s'appliquer Fun sur l'autre; car, ayant placé PA sur 
son égal QF , le côté PC tombera sur son égal QD, et ainsi les deux 
triangles seront confondus en un seul : donc ils sont égaux , donc la 
surface DQF== APC. Par une raison semblable la surface FQE=CPB, 
et la surface DQE=APB; donc on a DQF-f FQE— DQE=APC-fCPB 
— APB ; ou DFE== ABC ; donc les deux triangles symétriques ABC , 
DEF , sont égaux en surface. 

Scholie. Les pôles P et Q pourraien t être situés au-dedans des trian- 
gles ABC , DEF ; alors il faudrait ajouter les trois angles DQF , FQE , 
DQE , pour en composer le triangle DEF , et pareillement il faudrait 
ajouter les trois triangles APC, CPB, APB, pour en composer le trian- 
gle ABC ; d'ailleurs la démonstration et la conclusion seraient tou- 
jours les mêmes. 

PROPOSITION XXI I. 

THiORÊXB. 

Si deux grands cercles AOB, COD, se coupent comme on voudra dans 
l'hémisphère AOCBD, la somme des triangles opposés AOC , BOD , sera 
égale au fuseau dont Vangle e«^BOD , f, 238. 

Car , eu prolongeant les arcs OB , OD , dans Fautre hémisphère 
jusqu'à leur rencontre en N , OBW sera une demi-circonférence , 



( 1 ) Le cercle qui passe par les trois points A , B , G , ou qui est circonscrit 
au triangle ABC , ne peut être qu'un petit cercle de la sphère ; car , si c'était un 
grand cercle , les trois côtés AB , BG , AG , seraient situés dans un même plan ^ 
et le triangle ABC se réduirait k un de ses côtés. 

21. 
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ainsi que AOB ; retrancliant de part et d'antre OB, on aura BK = AO. 
Par une raison semblable on a DN:=±GO, et BD= AG ; donc les deux 
triangles AOG, BBN , ont les trois côtés égaux : d'ailleurs leur posi- 
tion est telle qu'ils sont symétriques Tun de l'autre ; donc ils sont 
égaux en surface (21 ) , et la somme des triangles AOG , BOD , est 
équivalente au fuseau OBNDOxlont l'angle est BOD. 

Scholie. Il est clair aussi que les deux pyramides sphériques 
qui ont pour bases les triangles AOG, BOD, prises ensemble, équi- 
valent à l'onglet sphérique dont l'angle est BOD. 

PROPOSITION XXIII. 

THtORÈaiB. 

La iurface d'un triangle sphérique quelconque a pour mesure Vear^ 
ces de la somme de ses trois angles sur deux angles droits , f. 289. 

Soit ABG le triangle proposé ; prolongez ses côtés jusqu'à ce qu^ils 
rencontrent le grand cercle DEFG, mené comme on voudra hors du 
triangle. En vertu du théorème précédent , les deux triangles ADE , 
AGH, pris ensemble, équivalent au fuseau dont l'angle est A, et qui 
a pour mesure SA (20) : ainsi on aura ADE-|-AGH = 2A; par une 
raison semblable BGF-)-BID=2B, GIH4-GFE=2G. La somme de 
ces six triangles excède la demi-sphère de deux fois le triangle 
ABC , d'ailleurs la demi-sphère est représentée par 4; donc le double 
du triangle ABG est égal à 2A-[-2B-)-2C — 4, et par conséquent 
ABG±±A-[-B-[-G —2; donc tout triangle sphérique a pour me- 
sure la somme de ses angles moins deux angles droits. 

Corollaire I. Autant il y aura d'angles droits dans cette mesure , 
autant le triangle proposé contiendra de triangles tri-rectangles ou 
de huitièmes de sphère qui sont l'unité de surface (20). Par exem- 
ple, si les angles sont égaux chacun aux | d'un angle droit, alors 
les trois angles vaudront 4 angles droits, et le triangle proposé sera 
représenté par 4 — 2 ou 2; donc il sera égal à deux triangles tri- 
rectangles ou au quart de la surface de la sphère. 

Corollairelh Le triangle sphérique ABG est équivalent au fuseau 

A4-B4-G 
dont l'angle est ' "* 1 ; de même la pyramide sphérique , 

dont la base est ABG , équivaut à l'onglet sphérique dont l'angle est 
A + B+C . 

Scholie, En même temps qu'on compare le triangle sphérique 
ABC au triangle tri-rectangle, la pyramide sphérique qui a pour 
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base ABC se compare avec la pyramide tri-rectangle, et il en résulte 
la même proportion. L'angle solide au sommet de la pyramide se 
compare de même avec l'angle solide au sommet de la pyramide 
tri-rectangle : en effet la comparaison s'établit par la coïncidence 
des parties. Or, si les bases des pyramides coïncident, il est évident 
que les pyramides elles-mêmes coïncideront , ainsi que les angles 
solides à leur sommet. De là résultent plusieurs conséquences. 

1* Deux pyramides triangulaires spbériques sont entre elles 
comme leurs bases; et puisqu'une pyramide polygonale peut se par- 
tager en plusieurs pyramides triangulaires , il s'ensuit que deux 
pyramides spbériques quelconques sont entre elles comme les 
polygones qui leur servent de bases. 

% Les angles solides au sommet des mêmes pyramides sont égale- 
ment dans la proportion des basçs ; donc , pour comparer deux an- 
gles solides quelconques , il faut placer leurs sommets au centre de 
deux spbères égales , et ces angles solides seront entre eux comme 
les polygones spbériques interceptés entre leurs plans ou faces. 

L'angle au sommet de la pyramide tri-rectangle est formé par 
trois plans perpendiculaires entre eux : cet angle, qu'on peut appeler 
angle solide droite est très-propre à servir d'unité de mesure aux au- 
tres angles solides. Gela posé, le même nombre qui donne l'aire d'un 
polygone spbérique donnera la mesure de l'angle solide correspon- 
dant. Par exemple, si l'aire du polygone spbérique est-j, c'est-à- 
dire, s'il est les | du triangle tri-rectangle , l'angle solide corres- 
pondant sera aussi les f de l'angle solide droit. 

PROPOSITION XXIV, 

théorème! 

La surface d'un polygone sphérique a pour mesure la somme de ses 
angles, moins le produit de deux angles droits par le nombre des côtés 
du polygone moins deux, {. 240. 

D'un même sommet A soient menées à tous les autres sommets les 
diagonales AG, AD ; le polygone ABGDE sera partagé en autant de 
triangles moins deux qu'il a de côtés. Mais la surface de chaque tri- 
angle a pour mesure la somme de ses angles moins deux angles droits, 
et il est clair que la somme de tous les angles des triangles est égale 
à la somme des angles du polygone : donc la surface du polygone 
est égale à la somme de ses angles diminuée d'autant de fois deux 
angles droits qu'il a de côtés moins deux, 

Scholie, Soit s la somme des angles d'un polygone sphérique, n 
le nombre de ses côté» ; l'angle droit étant supposé l'unité , la surfa- 
ce du polygone aura pour mesure « — 2 (n— 2) ou «-^2n-}-^« 
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PROPOSITION XXV. 

THÉORÈME. 

Soit S le nombre des angles solides d*un polyèdre, H le nombre de ses 
faces, A le nombre de ses arêtes; je disqu on aura toujours S -^ H =: 
A-J— 2. 

. Prenez aa-dedans du polyèdre un point d'où vous mènerez des li- 
gnes droites aux sommets de tous ses angles ; imaginez ensuite que 
du même point comme centre on décrive une surface sphérique qui 
soit rencontrée par toutes ces lignes en autant de points ; joignez ces 
points par des arcs de grands cercles ; de manière à former sur la 
surface de la sphère des polygones correspondants et en même nom- 
bre avec les faces du polyèdre. Soit ABGDE, /*. 240, un de ces poly- 
gones et soit n le nombre de ses côtés ; sa surface sera s— 2n-[- 4 y 
s étant la somme des angles A , B , C, D, E. Si on évalue semblable- 
ment la«urface de chacun des autres polygones sphériques , et qu'on 
les ajoute toutes ensemble , on en conclura que leur somme , ou la 
surface de la sphère représentée par8,estégaleàla somme de tous les 
angles des polygones moins deux fois le nombre de leurs côtés, plus 
4 pris autant de fois qu'il y a de faces. Or, comme tous les angles 
qui s'ajustent autour d'un même point A valentquatre angles droits , 
la somme de tous les angles des polygones est égale à 4 pris autant 
de fois qu'il y a d'angles solides ; elle est donc égale à 4S. Ensuite le 
double du nombre des côtés AB , BG , CD , etc., est égal au qtiadru- 
ple du nombre des arêtes ou = 4A , puisque la même arête sert de 
côté à deux faces : donc on aura 8 = 4 S — 4 A -[- 4H ; ou, en prenant 
le quart de chaque membre, 2=S — A-|-H; doncS-)-H=:A-[-2. 

Corollaire. Il suit de là que la somme des angles plans qui forment 
les angles solides d'un polyèdre est égale à autant de fois quatre angles 
droits qu il y a~ d'unités dans S —^2, S étant le nombre des angles so- 
lides du polyèdre. 

Car, SI on considère une face dont le nombre de côtés est n, la 
somme des angles de cette face sera 2n — 4 angles droits (20, 1). 
Mais la somme de tous les %i, ou le double du nombre des côtés de 
toutes les faces = 4 A, et 4 pris autant de fois qu'il y a de faces=4H; 
donc la somme des angles de toutes les faces = 4A — 4H. Or , par le 
théorème qu'on vient de déraantrer, on a A — H = S— 2,et par 
conséquent 4A — 4H;=:4( S — 2). Donc la somme des angles plans, ctc, 

PROPOSITION XXVL 

T&&ORÈHE. 

De tous les triangles sphériques formés atec deux cotés donnésQA, 
€A; et un troisième à volonté, le plus grand ABC est celui dans lequel 
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r angle C^ compris par les côtés donnés, est égal à la somme des deux 
autres angles k e/B, f. 27â et 273. 

Prolongez les deux côtés AG, AB, jusqu'à leur rencontre en D, 
vous aurez un triangle sphérique BGB, dans lequel l'angle DBG sera 
aussi égala la somme des deux autres angles BBG, BGB : car BGB-f- 
BGA étant égal à deux angles droits, ainsi que GBA-|-GBD,on a 
BCD-fBCA=GBA4.GBD; ajoutant de part et d'autre BBC=BAG, 
on aura BGD ^-BCA + BDG = GBA + GBD + BAG. Or , par hypo- 
thèse , BGA = GBA + BAG ; donc GBD = BGB + BDG. 

Menez BI qui fasse l'angle GBI=: BGD, et par suite 1BD= BDG; les 
deux triangles IBG, IBD , seront isoscèles , et on aura IG=IB = ID, 
Donc le point I , milieu de DG , est à égale distance des trois points 
B, G , D : par une raison semblable le point , milieu de AB , sera 
également distant des trois points A , B , G. 

Soit maintenant GA' ==GA et l'angle BGA' > BGA; si l'on joint 
A'B, et qu'on prolonge les arcsA'G, A'B, jusqu'à leur rencontre en 
D', l'arc D'GA' sera une demi-circouJBérence ainsi que DGA; donc 
puisqu'on a GA' =GA , on aura aussi GD' = GD. Mais dans le trian- 
gle CID',on a GI+ID'>GD'; donc ID'>GD—GI, ID'>1D,/-. 272. 

Dans le triangle isoscèle GIB divisons l'angle du sommet I en 
deux également par l'arc £1F qui sera perpendiculaire sur le mi- 
lieu de BG. Si on prend un point L entre let £, la distance BL , égale 
à LG , sera moindre que BI ; cardon peut démontrer, comme dans la 
prop. IX, liv. I , qu'onaBL4-LG <;BI-}-IC; donc en prenant les 
moitiés de part et d'autre , on aura BL <^ BI. Mais dans le triangle 
D'LG on a D'L> DG — GL , et à plus forte raison D'L > DG— GI ou 
D'L > DI, ou D'L > BI ; donc D'L > BL. Donc si on cherche su» l'arc 
£1F un point également distant des trois points B , G , D' , ce point ne 
saurait se trouver que sur le prolongement de £1 vers F. Soitl'le 
point cherché, en sorte qu'on ait D' r = Br =Gr; les triangles 
Î'GB, l'GD', l'BD', étant isoscèles, on aura les angles égaux rBG= 
l'GB , l'BD' = l'D'B , l'GD' = IDG. Mais les angles D'BC + GBA' va- 
lent deux angles droits ; ainsi que D'GB 4- BGA' ; donc 
D'Br + rBG4.GBA' = 2, 
BGI'— rGD'4BGA'=2. 
Ajoutant les deux sommes et observant qu'ona rBG=BGI' et D'BI' 
— rCD' =±BD'l' — I'D'G=GD'B = G A'B , on aura 

2 l'BG + GA'B + GBA'-fBGA'= 4. 
Donc GA'B-fGBA'-fBGA' — 2 (mesure de l'aire du triangle A'BG ) 
= 2— 2rBC; de sorte qu'ona aire A'BG=:2— 2aii(//« l'BC; sem- 
blablement dans le triangle ABG , on aurait «ire ABG = 2 -— 2 angle 
IBG. Or , on a démontré que l'angle l'BG est plus grand que IBG; 
donc l'aire A'BG est plus petite que ABG. 

La même démonstration et la même conclusion auraient lieu , %\, 
en prenant toujonrsl'arcGA'ssGA, /*. 278, on faisait l'angle MIA' 
,<C^ BGA ; donc ABG est le triangle le plus grand entre tous ceux qui 
ont deux côtés donnés et le troisième à volonté. 

Seholie I. Le triangle ABG, /*. 241 , le plus grand entre tous ceux 



166 UVRE vil. 

qui ont deux côtés donnés €A , €B , peut être inscrit dans un demi- 
cercle dont la corde du troisième côtéAB sera le diamètre; car 
étant le milieu de AB , on a vu que les distances OC, OB, sont éga- 
les ; donc la circonférence de petit-cercle décrite du point comme 
pôle et de TintervalleOB passera par les trois ppints A, B^ G. De plus 
la ligne droite BA est un diamètre de ce petit cercle; car le centre 
qui doit se trouver à la fois dans le plan du petit cercle et dans le 
plan de Tare de grand cercle (pr. 1, cor. 4) BOA, se trouvera néces- 
sairement dans rintersection de ces deux plans qui est la droite BA, 
et ainsi BA sera un diamètre. 

II. Bans le triangle ABC, l'angle G étant égal à la somme des deux 
autres A et B, il s'ensuit que la somme des trois angles est double de 
l'angle G. Mais cette somme est toujours plus grande que deux an- 
gles droits ( 19) ; donc l'angle G est plus grand qu'un droit. 

III. Si l'on prolonge les côtés GB, GA , jusqu'à leur rencontre en 
£, le triangle BA£ sera égal au quart de la surface de la sphère. Car 
l'angle E=:G=ABC-[-CAB; donc les trois angles du triangle BAE 
équivalent aux quatre ABC, ABE, GAB, BAE dont la somme est égale 
à quatre angles droits; donc la surface du triangle BAE (W)=4 
—2=2 , qui est le quart de la surface de la sphère. 

IV. Il n'y aurait pas lieu à maximum , si la somme des deux côtés 
donnés GA , GB , était égale ou plus grande que la demi-circonfé- 
rence d'un grand cercle. Car puisque le triangle ABC doit être inr 
scrit dans un demi-cercle de la sphère, la somme des deux côtés GA, 
GB , sera moindre que la demi-circonférence BCA (â), et par consé- 
quent moindre que la demi-circonférence d'un grand cercle. 

La raison pourquoi il n'y a pas de maximum, lorsque la somme 
des deux côtés donnés est plus grande que la demi<4)irconférence 
d'un grand cercle , c'est qu'alors le triangle augmente de plus en 
plus à mesure que l'angle compris par les côtés donnés est plus 
grand; enfin, lorsque cet angle sera égal à deux droits, les trois 
icÔtés seront dans un même plan, et formeront une circonférence en- 
tière; le triangle sphérique deviendra donc égal à la demi-sphère , 
mais il cessera alors d'être triangle. 

PROPOSITION XXVII. 

THÉORÈME. 

De tous les triangles spkériques formés avec un côté donné, le plus 

frand est celui dans lequel les deux côtés non déterminés sont égaux j 
. 242. 

Soit AB le côté donné commun aux deux triangles AGB, ADB , e^t 
soit AC-|-CB=AD-4-I)B; je dis que le triangle isoscèle AGB , dans 
lequel AC==CB , est plus grand que le non-isoscèle ADB. 

Car ces triangles ayant la partie commune AOB , il suffit de faire 
voir que le triangle BOD est plus petit que AOC. L'angle CBA égal à 
.GAB, est plus grand que OAB ; ainsi le côté AO est plus grand que 
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OB ( 16) ; prenez OI=OB , faites OK=:OD, et joignez Kl; le trian- 
gle OKI sera égal à DOB (21). Si ou nie maintenant que le trian- 
gle DOB ou son égal KOI soit plus petit que OAC, il faudra qu'il 
soit égal ou plus grand ; dans l'un et l'autre cas , puisque le 
point I est entre les points A et , il faudra que le point K soit 
sur OC prolongé, sans quoi le triangle OKI serait contenu dans 
le triangle CAO, et par conséquent plus petit. Cela posé, le plus 
court chemin de C en A étant CA, on a CK -I- Kl 4- lA > CA. 
Mais CK = OD— CO, AI = AO— OB, Kl =BD; donc OD— CO 
+ A0— OB-}-BD>CA, et en réduisant Ali— CB-fBD> CA, ou 
AD -[- BD > AC -[- CB. Or cette inégalité est contraire à Thy- 
pothèse AD-)-BD=AC-}-CB, donc le point K ne peut tomber sur 
le prolongement de OC ; donc il tombe entre et C , et parconsé- 
quent le triangle KOI , ou son égal ODB , est plus petit que ACO ; 
donc le triangle isoscèle ACB est plus grand que le non-isoscèle 
ADB de même base et de même périmètre. 

Scholie, Ces deux dernières propositions sont analogues aux pro- 
positions I et uide l'appendice au liv. iv; ainsi on peut en tirer, 
par rapport aux polygones sphériques , les conséquences qui ont 
lieu pour les polygones rectilignes. 

Voici les principales : 

1"* De tous les polygones sphériques isopérimètres et d'un mémo 
nombre de côtés , le plus grand est un polygone équilatéral. 

Même démonstration que pour la prop. II de l'appendice au li- 
vre IV. 

2*" De tous les polygones sphériques formés avec des côtés donnés et 
un dernier à volonté, le plus grand est celui quon peut inscrire dans 
Un demi'Cercle dont la corde du côté non déterminé sera le diamètre. 

La démonstration se déduit de la prop. XXVI , comme on l'a tu 
dans la prop. IV de l'appendice cité ; il faut pour l'existence du ma- 
ximum, que la somme des côtés donnés soit moindre que la demi- 
circonférence d'un grand cercle. 

B** Le plus grand des polygones sphériques formés avec des côtés 
donnés, est celui qu on peut inscrire dans un cercle de la sphère. 

Même démonstration que pour la prop. VI de l'appendice au li- 
vre IV. 

•4°£e plus gra/nd des polygones sphériques qui ont le même périmètre 
et le mêtne nombre de côtés , est celui qui à ses angles égaux et ses cô- 
tés égaux. 

C'est ce qui résulte des corollaires 1 et 8 qui précédent. 

Nota. Toutes les propositions de maximum concernant les poly- 
gones sphériques s'appliquent aux angles solides dont ces polygo- 
nes sont la mesure. 
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APPKN DICE AUX LITRES VI ET VII. 

LES POLYÈDRES RÉGULIERS. 



PROPOSITION PREMIÈRE. 

THÊORÈMB. 

Il ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers. 

Car on a défini polyèdres réguliers ceux dont toutes les faces sont 
des polygones réguliers égaux , et dont tous les angles solides sont 
égaux entre eux. Ces conditions ne peuvent avoir lieu que dans un 
petit nombre de cas. 

1» Si les faces sont des triangles équilatéraux, on peut former 
chaque angle solide du polyèdre avec trois angles de ces triangles, 
ou avec quatre, ou avec cinq : delà naissent trois corps réguliers, 
qui sont le tétraèdre, l'octaèdre , et Ficosoèdre. On n'en peut pas 
former un plus grand nombre avec des triangles équilatéraux , car 
six angles de ces triangles valent quatre angles droits , et ne peu- 
vent former d'angle solide (21, 5). 

2* Si les faces sont des quarrés, on peut assembler leurs angles 
trois à trois ; et de là résulte l'hexaèdre ou cube. 

Quatre angles de quarrés valent quatre angles droits , et ne peu- 
vent former d'angle solide. 

S* Enfin , si les faces sont des pentagones réguliers , on pourra 
encore assembler leurs angles trois à trois , et il en résultera le do- 
décaèdre régulier. 

On ne peut aller plus loin; car trois angles d'hexagones réguliers 
valent quatre angles droits, et trois d'heptagones encore plus. 

Donc il ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers , trois for- 
més avec des triangles équilatéraux , un avec des quarrés , et un 
avec des pentagones. 

Scholie, On va prouver dans la proposition suivante que ces cinq 
polyèdres existent réellement , et qu'on peut en déterminer toutes 
les dimensions lorsqu'on connaît une de leurs faces. 

PROPOSITION IL 

THÉORtME. 

Étant donnée Vune des faces d'un polyèdre régulier^ ou seulement 
son côté, construire le polyèdre. 



LIYRB Tlî. 169 

€e problème en présente cinq qui Tont être résolus successÎTe- 
ment. 

Construction du tétraèdre^ f. 243. 

Soit ABC le triangle équilatéral qui doit être une des faces du té- 
traèdre; au point 0, centre de ce triangle élevez OS perpendiculaire 
au plan ABC; terminez cette perpendiculaire au point S , de sorte 
que AS = AB; joignez SB , SC , et la pyramide SABC sera le tétraè- 
dre requis. 

Car , à cause des distances égales OA , OB , OC , les obliques SA , 
SB, se, s'écartent également de la perpendiculaire SO et sont éga- 
les. L'une d'elles SA=AB; donc les quatre faces de la pyramide 
SABC sont des triangles égaux au triangle donné AEÇ. D'ailleurs les 
angles solides de cette pyramide sont égaux entre eux , puisqu'ils 
sont formés chacun avec trois angles plans égaux ; donc cette py- 
l'amide est un tétraèdre régulier. 

Construction de ïhexaèdre^ f. 244. 

Soit ABCD un quarré donné : sur la base ABCD construisez un 
prisme droit dont la hauteur A£ soit égale au côté AB. Il est clair 
que les faces de ce prisme sont des quarrés égaux , et que ses an- 
gles solides sont égaux entre eux comme étant formés chacun avec 
trois angles droits; donc ce prisme est un hexaèdre régulier ou cube. 

Construction de VociaèdrCjf. 245. 

Soit AMB, un triangle équilatéral donné : sur le côté AB dé- 
crivez le quarré ABCD; au point 0, centre de ce quarré, élevez 
sur son plan la perpendiculaire TS , terminée de part et d'autre en T 
et S, de manière que OT = OS =:A0; joignez ensuite SA, SB, 
TA , etc. , vous aurez un solide SABCDT , composé de deux pyrami- 
des quadrangulaires S ABCD , TABCD , adossées par leurs bases com- 
mune ABCD , ce solide sera l'octaèdre régulier demandé. 

En eflPet , le triangle AOS est rectangle en , ainsi que le triangle 
AOD;les côtés AO, OS, OD, sont égaux; donc ces triangles sont égaux, 
donc AS = AD. On démontrera de même que tous les autres trian- 
gles rectangles AOT , BOS , COT, etc. , sont égaux au triangle AOD ; 
donc tous les côtés AB , AS , AT , etc. , sont égaux entre eux , et par 
conséquent le solide SABCDT est compris sous huit triangles égaux 
au triangle équilatéral donné ABM. Je dis de plus que les angles so- 
lides du polyèdre sont égaux entre eux : par exemple, l'angle S est 
égal à l'angle B. 

Car il est visible que le triangle SAC est égal au triangle DAC, et 
qu'ainsi l'angle ASC est droit ; donc la figure SATC est un quarré 
égal au quarré ABCD. Mais si on compare la pyramide BASCT à la 

22. 
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pyramide SÂBCD , la base ASGT de la première peut se placer sur la 
base ABCD de la seconde ; alors le point étant un centre commun, 
la hauteur OB de la première coïncidera avec la hauteur OS de la se- 
conde, et les deux pyramides se confondront en une seule; donc 
Tangle solide S est égal à l'angle solide B ; donc le solide SABCDT 
est un octaèdre régulier. 

Scholie. Si trois droites égales, AC, BD, ST, sont perpendicu- 
laires entre elles et se coupent dans leur milieu, les extrémités de 
ces droites seront les sommets d'un octaèdre régulier. 

Construction du dodécaédrey f. 246. 

Soit ABCDE, un pentagone régulier donné ; soient ABP,CBP, 
deux angles plans égaux à Tangle ABC : avec ces angles plans for- 
mez Fangle solide B, et déterminez par la proposition xxiv, li- 
vre y , l'inclinaispn mutuelle de deux de ces plans , inclinaison que 
j'appelle K. Formez semblablement aux points G, D, £ , A, des an- 
gles solides égaux à l'angle solide B , et situés de la même manière : 
le plan CBP sera le même avec le plan BCG , puisqu'ils sont inclinéB 
l'un et l'autre de la même quantité K sur le plan ABCD. On peut donc 
dans le plan , PBCG décrire le pentagone BCGFP égaljiu pentagone 
ABGDË. Si on fait de même dans chacun des autres plans GDI, 
DEL, etc. , on aura une surface convexe PFGH, etc., composée de 
six pentagones réguliers égaux et inclinés chacun sur son adjacent 
delà même quantitéK. Soit pfgh, etc. , une seconde surface égale à 
PFGH, etc. , je dis que ces deux surfaces peuvent être réunies de 
manière à ne former qu'une seule surface convexe continue. En ef- 
fet l'angle opf, par exemple, peut se joindre aux deux angles OPB , 
BPF , pour faire un angle solidePégal à l'angle B ; et dans cette jonc- 
tion il ne sera rien changé à l'inclinaison des plans BPF , BPO , puis- 
que cette inclinaison est telle qu'il le faut pour la i^ormation de 
Tangle solide. Mais en même temps que l'angle solide P se forme , le 
côtéjo/*s'appliquera sur son égal PF , et au point F se trouveront réu- 
nis trois angles plans, V¥G,pfe,efg, qui formeront un angle solide 
égal à chacun des angles déjà formés; cette jonction se fera sans 
rien changer ni à l'état de l'angle P, nia celui delà surface efgh, etc. , 
car les plans PFG , efp, déjà réunis en P , ont entre eux l'inclinaison 
convenable K , ainsi que les plans efg, efp, Gontinuant ainsi de pro- 
che en proche, on voit que les deux surfaces s'ajusteront mutuelle- 
mentl'une avec l'autre, pour ne former qu'une seule surface conti- 
nue et rentrante sur elle même : cette surface sera celle d'une do- 
décaèdre régulier , puisqu'elle est composée de douze pentagones 
réguliers égaux , et que tous ses angles solides sont égaux entre eux. 

Construction de Vicosacdre^f. 2^7. 

Soit ABG une de ses faces ; il faut d'abord former un angle solide 
avec cinq plans égaux au plan ABG et également inclinés chacun sur 
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ton adjacent. Pour cela , sur le côté B'C , égal à BG , faites le peu-^ 
tagone régulier B'G'H'I'D' ; au ceutre de ce pentagone élevez sur son 
plan une perpendiculaire , que vous terminerez en A' de manière 
que B'A =dB'C ; joignez A'C , AH' , AT , AD' , et l'angle solide A', 
formé par les cinq plans B'A'C , G'A'H' , etc. , sera l'angle solide 
requis. Car les obliques A'B', A'C, etc., sont égales, et Tune d'elles 
A'B'estégaleauc6téB'G';donc tous les triangles B'A'G' , G'A'H', etc., 
sont égaux entre eux et au triangle donné ABC. 

Il est visible d'ailleurs que les plans B'A'G' , G'A'E' , etc. , sont 
également inclinés chacun sur son adjacent ; car les angles solides 
B' , G' , etc., sont égaux entre eux , puisqu'ils fiont formés chacun 
avec deux angles de triangles équilatéraux et un de pentagone ré« 
çulier. Appelons K l'inclinaison des deux plans où sont les angles 
égaux , inclinaison qu'on peut déterminer parla proposition xxiv, 
liv. V ; l'angle K sera en même temps l'inclinaison de chacun des 
plans qui composent l'angle solide A' sur son adjacent. 

Gela posé , si on fait aux points A, B, G, des angles solides égaux 
chacun à l'angle A', on aura une surface convexe D£FG, etc., com- 
posée de dix triangles équilatéraux , dont chacun sera incliné sur 
son adjacent de la quantité K ; et les angles D, E, F, etc. , de son 
contour réuniront alternativement trois et deux angles de triangles 
équilatéraux. Imaginez une seconde surface égaleà la surfaceDËFG, 
etc. ; ces deux surfaces pourront s'adapter mutuellement , en 
joignant chaque angle triple de l'une à un angle double de l'autre; 
et , comme les plans de ces angles ont déjà entre eux Tiiiclinaison 
K nécessaire pour former un angle solide quintuple égal à l'angle 
A , il ne sera rien changé dans cette jonction à l'état de chaque 
surface en particulier, et les deux ensemble formeront une seule 
surface continue , composée de vingt triangles équilatéraux. Gette 
surface sera celle de l'icoasèdre régulier, puisque d'ailleurs tous 
les angles solides sont égaux entre eux. 

PROPOSITION III. 

PROBLÊIS. 

Trouver Vinclifmison de deux faces adjacentes d*un polyèdre 
régulier* 

Gette inclinaison se déduit immédiatement de la construction 
qui vient d'être donnée des cinq polyèdres réguliers ; à quoi il 
faut ajouter la proposition xxiv, liv. v, par laquelle étant donnés 
les trois angles plans qui forment un angle solide , on détermine 
l'angle que deux de ces plans font entre eux. 

Dans le tétraèdre, Ghaque angle solide est formé de trois angles 
de triangles équilatéraux : il faut donc chercher par le problême 
cité l'angle que deux de ces plans font entre eux , cet angle sera 
l'inclinaison de denx faces adjacentes du tétraèdre, fig. 243. 
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D»ns Phexaèdre. L'angle de deux faces adjacentes esl un angls 
droit, fig. 244. 

Dans l'octaèdre. Formez un angle solide avec deux angles de 
triangles équilatéraux et un angle droit; l'inclinaison des deux 
plans où sont les angles des triangles sera celle de deux faces adja- 
centes de l'octaèdre, fig. 24S. , 

Dans le dodécaèdre. Chaque angle solide est formé avec trais 
angles de pentagones réguliers; ainsi l'inclinaison des plans de 
deux de ces angles sera celle de deux faces adjacentes du dodé- 
caèdre , fig. 246. 

Dans Vicosaèdre. Formez un angle solide avec deux angles de 
triangles équilatéraux et un angle de pentagone régulier, Tincli- 
naison des deux plans où sont les angles des triangles sera celle de 
deux faces adjacentes de l'icosaèdre , fig. 247.. , 

PROPOSITION IV. 

PRORLÊHE. 

Etant donné le côté d'un polyèdre régulier; trouver le rayon de fa 
sphère inscrite et celui de la sphère circonscrite au polyèdre, fig. 240. 

Il faut d'abord démontrer que tout polyèdre régulier peut être 
inscrit dans la sphère , et qu'il peut lui être circonscrit. 

Soit AB le côté commun à deux faces adjacentes; soient C et E les 
centres de ces deux faces, et CD, ED , les perpendiculaires abaissées 
de ces centres sur le côté commun AB , lesquelles tomberont au 
point D, milieu de ce côté. Les deux perpendiculaires CD, DE, font 
entre elles un angle connu, qui est égal à rinclinaison de deux faces 
adjacentes, déterminée par le problême précédent. Or si, dans le 
plan CDE , perpendiculaire à AB , on mène sur CD et ED les perpen- 
diculaires indéfinies CO et EO, qui se rencontrent en 0, je dis que 
le point sera le centre de la sphère inscrite et celui de la sphère 
circonscrite; le rjjon de la première étant OC, et celui de la se- 
conde OA. 

En eflPet, puisque les apothèmes CD, DE, sont égales, et l'hypo- 
ténuse DO commune , le triangle rectangle CDO est égal au triangle 
rectangle ODE (18,1) et la perpendiculaire OC est égale à la perpen- 
diculaire OE. Mais AB étant perpendiculaire au plan CDE^ le plan 
ABCestperpendiculaireàCDE(17,5), ou CDE à ABC; d'ailleurs CO, 
dans le plan CDE , est perpendiculaire à CD, intersection commune 
des plans CDE, ABC; donc CO (1B,5) est perpendiculaire au plan 
ABC. Par la même raison EO est perpendiculaire au plan ABE ; donc 
les deux perpendiculaires CO , EO, menées aux plans de deux faces 
adjacentes par les centres de ces faces , se rencontrent en un «lême 
point et sont égales. Supposons maintenant que ABC et ABE re- 
présentent deux autres faces adjacentes quelconques , l'apothème 
CD restera toujours de la même grandeur, ainsi que l'angle CDO, 
moitié de CDE ; donc le triangle rectangle CDO et son côté CO seront 
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égaux pour toutes les faces du polyèdre ; donc , si du point comme 
centre et du rayon OC on décrit une sphère, cette sphère touchera 
toutes les faces du polyèdre dans leurs centres (car les plans ABC, 
ABE, seront perpendiculaires à rextrémité d'un rayon), et la 
sphère sera inscrite dans le polyèdre , oii le polyèdre circonscrit à 
la sphère. 

Joignez OA , OB ; à cause de CA=CB , les deux ohliques OA , OB, 
s'écartant également delà perpendiculaire, seront égales ; il en sera 
de même de deux autres lignes quelconques menées du centre 
aux extrémités d'un même côté; donc toutes ces lignes sont égales 
entre elles ; donc si du point comme centre et du rayon OAon 
décrit une surface sphérique, cette surface passera par les sommets 
de tous les angles solides du polyèdre, et la sphère sera circonscrite 
au polyèdre ou le polyèdre inscrit dans la sphère. 

Cela posé, la solution du problême proposé n'a plus aucune dif- 
ficulté , et peut s'eflFectuer ainsi, /*. 249 : 

Étant donné le côté d'une face du polyèdre, décrivez cette face, 
et soit CD son apothème. Cherchez parle problême précédent l'in- 
clinaison de deux faces adjacentes du polyèdre, et faites l'angle 
CDE égal à cette inclinaison. Prenez DE égale à CD, menez CO et EO 
perpendiculaires à CD et ED ; ces deux perpendiculaires.se rencon- 
treront en un point 0, et CO sera le rayon de la sphère inscrite 
daus le polyèdre. 

Sur le prolongement de DC prenez CA égale au rayon du cercle 
circonscrit à une face du polyèdre , et OA sera le rayon de la sphère 
circonscrite à ce même polyèdre. 

Car les triangles rectangles CDO , CAO, de la fig. 249, sont égaux 
aux triangles de même nom dans la figure 248 : ainsi , tandis que 
CD et CA sont les rayons des cercles inscrit et circonscrit à une face 
du polyèdre , OC et OA sont les rayons des sphères inscrite et cir- 
conscrite au même polyèdre. 

Scholie, On peut tirer des propositions précédentes plusieurs 
conséquences. 

1* Tout polyèdre régulier peut être partagé ^n autant de pyra- 
mides régulières que le polyèdre a de faces : le sommet commun 
de ces pyramides sera le centre du polyèdre, qui est en même 
temps celui des sphères inscrite et circonscrite. 

2* La solidité d'un polyèdre régulier est égale à la surface multi- 
pliée par le tiers du rayon de la sphère inscrite. 

â* Deux polyèdres réguliers de même nom sont deux solides sem- 
blables, et leurs dimensions homologues sont proportionnelles; 
donc les rayons des sphères inscrites ou circonscrites sont' entre 
eux comme les côtés de ces polyèdres. 

4° Si on inscrit un polyèdre régulier dans une sphère , les plans 
menés du centre le long des dijBPérents côtés partageront la surface 
de la sphère en autant de polygones sphériques égaux et sembla- 
bles que le polyèdre a de faces. 



LIVRE VIII. 



LES TROIS CORPS RONDS. 

DÉFINITIONS. 

I. Ou appelle cylindrele solide produit parla révolution d'uarec- 
tan^Ie ABCB qu'on imagine tourner autour du cdté immobile kB 9 
f.250. 

Dans ce mouvement les côtés AD, BC , restant toujours perpendi- 
culaires à AB, décrivent des plans circulaires égaux DHP, CGrQ, qu'on 
appelle les bases du cylindre, et le côté CD en décrit la surface convexe^ 

La ligne immobile AB s'appelle Vaxe du cylindre. 

Toute section KLM, faite dans le cylindre perpendiculairement 
à l'axe, est un cercle égal à chacune des bases : car pendant que le 
rectangle ABCD tourne autour de AB , la ligne IK , perpendiculaire 
à AB , décrit un plan circulaire égal à la.base , et ce plan n'est autre 
chose que la section faite perpendiculairement à l'axe au point I. 

Toute section PQGH , faite suivant l'axe, est un rectangle double 
du rectangle générateur ABCD. 

IL On appelle cône le solide produit par la révolution du trian- 
gle rectangle SAB , qu on imagine tourner autour du coté immobile 
SA, f. 251. 

Dans ce mouvement le côté AB décrit un plan circulaire BDCE , 
qu'on appelle la base du cône, et l'hypoténuse SB en décrit la surface 
convexe. 

Le point S s'appelle le sommet du cône, SA taxe ou /a hauteur, et 
SB le côté ou Vapothéme. 

Toute section UKFI , faite perpendiculairement à l'axe , est un cer- 
cle ; toute section SDE ; faite suivant l'axe est un triangle isoscèle dou- 
ble du triangle générateur SAB. 

III. Si du cône SCDB on retranche, par une section parallèle à 
la base, leicône SFKH, le solide restant CBHF s'appelle cône tronque 
ou tronc de cône. 

On peut supposer qu'il est décrit par la révolution du trapèze 
ABHG , dont les angles A et G sont droits , autour du côté AG. La li- 
gne immobile AG s'appelle l'axe ou la hauteur du tronc, les cercles^ 
BDC , HFK , en sont les bases , et BH en est le côté. 

IV. Deux cylindres ou deux bônes sont semblables lorsque leurs, 
axes sont entre eux comme les diamètres de leurs bases. 



LIVBB TlIt. 17S 

y . Si , dans le cercle AGD , /*. 232 , qui sert de base à un cylindre, 
on inscrit un polygone ABCDË , et que sur la base ABCDE on élèye 
un prisme droit égal en hauteur au cylindre, le prisme est dit tn- 
serti dans le cylindre, on le cylindre circonscrit au prisme. 

Il est clair que les arêtes AF , BG , CH , etc. , du prisme, étant per- 
pendiculaires au plan de la base, sont comprises dans la surface 
convexe du cylindre ; donc le prisme et le cylindre se touchent sui- 
vant ces arêtes. 

YI. Pareillement, si ABCD, f. 2SS , est un polygone circonscrit à 
la base d'un cylindre , et que sur la base ABCD on construise un 
prisme droit égal en hauteur au cylindre , le prisme est dit circon- 
scrit CM cylindre y ou le cylindre inscrit dans le prisme. 

Soient M , N , etc. , les points de contact des côtés AB , BG , etc. , et 
soient élevées par les points M , N , etc., les perpendiculaire» MX , 
NY, etc., au plan de la base ; il est clair que ces perpendiculaires se- 
ront à-la-fois dans la surface du cylindre et dans celle du prisme 
circonscrit ; donc elles seront leurs lignes de contact. 

N. B. Le cylindre le cône et la sphère , sont les trois corps ronds dont on 
s^occupe dans les éléments. 



Lemmes préliminaires sur les surfaces. 

I. 

Une surface plane OABCD est plus petite que toute surface PABCD, 
terminée au même contour ABCD, f, 254. 

Cette proposition est assez évidente pour être rangée au nombre 
des axiomes ; car on pourrait supposer que le plan est parmi les 
surfaces ce que la ligne droite est parmi les lignes : la ligne droite 
est la plus courte entre deux points donnés , de même le plan est la 
surface la plus petite entre toutes celles qui ont un même contour. 
Cependant comme il convient de réduire les axiomes au plus petit 
nombre possible, voici un raisonnement qui ne laissera aucun 
doute sur cette proposition. 

Une surface étant une étendue en longueur et en largeur, on ne 
peut concevoir qu' une surface soit plus grande qu' une autre, à moins 
que les dimensions de la première n'excèdent dans quelques sens 
celle de la seconde ; et s'il arrive que les dimensions d'une surface 
soient en tous sens plus petite que les dimensions d'une autre sur- 
face, il est évident que la première surface sera la plus petite des 
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deux. Or, dans quelque sens qu'on fasse passer le plan BPD, qui 
coupera la surface plane suivant BD , et l'autre surface suivant BPD, 
la ligne droite BD sera toujours plus petite que BPD; donc la sur- 
face plane OABGD «si plus petite que la surface environnante PABGD. 

IL 

Toute surface convexe OABCD est moindre qu'une autre surface 
quelconque qui envelopperait la première en s' appuyant sur le mente 
contour ABCD. 

Wous répéterons ici que nous entendons par surface convejpe une 
surface qui ne peut être rencontrée par une ligne droite en plus de 
deux points : et cependant il est possible qu'une ligne droite s'ap- 
plique exactement dans un certain sens sur une surface convexe ; 
on en voit des exemples dans les surfaces du cône et du cylindre. 
Nous observerons aussi que la dénomination de surface convexe 
n'est pas bornée aux seules surfaces courbes; elle comprend les sur- 
faces /)o/yec?ra/e« ou composées de plusieurs plans , et aussi les sur- 
faces en partie courbes , en partie polyédrales. 

Cela posé , si la surface OABCD n'est pas plus petite que toutes 
celles qui l'enveloppent , soit parmi celles-ci PABCD la surfacelaplus 
petite qui sera au plus égale à OABCD. Par un point quelconque G , 
faites passer un plan qui touche la surface OABCD sans la couper , 
ce plan rencontrera la surface PA.BCD, et la partie qu'il en retran- 
chera sera plus grande que le plan terminé à la même surface (lem , 1 ) : 
donc , en conservant le reste de la surface PABCD , on pourrait sub- 
stituer le plan à la partie retranchée , et on aurait une nouvelle sur- 
face qui envelopperait toujours la surface OABCD , et qui serait 
plus petite que PABCD. 

Mais celle-ci est la plus petite de toutes par hypothèse ; donc 
cette hypothèse ne saurait subsister, donc la surface convexe OABCD 
est plus petite que toute autre surface qui envelopperait OABCD , 
et quiserait terminée au même contour ABCD. 

Scholie, Par un raisonnement entièrement semblable on prou- 
vera, 

r Que, si une surface convexe terminée par deux contours ABC, 
DEF, /*. 2S6, est enveloppée par une autre surface quelconque ter- 
minée aux mêmes contours, la surface enveloppée sera la plus pe- 
tite des deux. 

2* Que, si une surface convexe AB est enveloppée de toutes parts 
par une autre surface MN , soit qu'elles aient des points, des lignes, 
ondes plans communs, soit qu'elles n'aient aucun point de com- 
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mun , la fiarfaee enveloppée «eira toujours plua petite que La aurface 
enveloppante, /*. 257. 

Car parmi celie-GÎ il ne peut y en avoir aucune qui soit la plus pe- 
tite de toutes , puisque dans tous les cas on pourrait toujours mener 
le plan CD tangent à la surface convexe , lequel plan serait plus 
petit que la surface CND (lem. 1 ) ; et ainsi la surface CND serait plus 
petite que MN , ce qui est contraire à TJiypotlièsé que MN est la plu^ 
petite de toutes. Donc la surface convexe AB est plus petite que tou- 
tes celles qui l'enveloppent. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 
THÉoaftai. 

La solidité d'un cylindre est égale au produit de sa base par sa kau-- 
teurJ.^Q. 

Soit CA le rayon de la base du cylindre donné , H sa hauteur , re- 
présentons par surf, CAIa surface du cercle dont le rayon est, CA; 
jedisquijela solidité du cylindre sera surf. CAXH. Car, si surf. CA 
X Hn'esi f^s la mesure du cylindre donné , ce produit aéra la me- 
sure d'un cylindre plus grand ou plus petit. Et d'abord supposons 
qu'il soit la mesure d'un cylindre plus petit, par exemple, du cy- 
lindre dont CD est le rayon de la base et H la hauteur. 

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD, un polygone régu- 
lier CHIP, dont les côtés ne rencontrent pas la circonférence dont 
CA est le rayon ( 10, 4) ; imaginez ensuite un prisme droit qui ait 
pour base le polygone CHIP , et pour hauteur H , lequel prisme sera 
circonscrit au cylindre dont CD est le rayon de la base. Cela posé, 
la solidité du prisme ( 14) est égale à sa base GHIP , multipliée par 
la hauteur H , la base GHiP est plus petite que le cercle dont CA est 
le rayon : donc la solidité du prisme est plus petite que surf, CA X 
H. Mais surf. CA X H est , par hypothèse, la solidité du cylindre 
inscrit dans le prisme ^ donc le prisme serait plus petit que le cylin- 
dre : or, au contraire, le cylindre est plus petit que le prisme , 
puisqu'il y est contenu ; donc il est impossible que surf. CA X H 
soit la mesure du cylindre dont CD est le rayon de la base et H la 
hauteur; ou , en termes plus généraux, le produit de la base d'un 
cylindre par sa hauteur ne peut mesurer un cylindre plus petit. 

Je dis en second lieu que ce même produit ne peut mesurer un 
cylindre plus grand : car, pour né pas multiplier les figures , soit 
CD le rayon de la base du cylindre donné , et soit , s'il est possible, 
surf. CD X H la mesure d'un cylindre plus grand , par exemple , du 
cylindre dont CA est le rayon de la base et H la hauteur. 
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Si on fait la même construction que dans le premier cas, le prisme 
circonscrit au cylindre donné aura pour mesure, GHIP X H : l'aire 
GHIP est plus grande que surf. CD ; donc la solidité du prisme dont 
il s'agit est plus grande que surf. CD XH : le prisme serait donc 
plus grand que le cylindre de même hauteur qui a pour base surf, 
CA. Or , au contraire , le prisme est plus petit que lecylindre , puis- 
qu'il y est contenu ; donc ii est impossible que la base d'un cylindre 
multipliée par sa hauteur soit la mesure d*un cylindre plus grand. 

Donc la solidité d'un cylindre est égale au produit de sa base par 
sa hauteur. . ' 

Corollaire I. Les cylindres de même hauteur sont entre eux comme 
leurs bases, et les cylindres de même base sont entre eux comme 
leurs hauteurs. 

Corollaire II. Les cylindres semblables sont comme les cubes des 
hauteurs, ou comme les cubes des diamètres des bases. Caries bases 
sont comme lesquarrés de teurs diamètres; et puisque hes cylindres 
sont semblables , les diamètres des bases sont comme les hauteurs 
(déf. 4) : donc les bases sont comme lesquarrés des hauteurs; donc 
les bases multipliées par les hauteurs , ou les cylindres eux-mêmes^ 
sont comme les cubes des hauteurs. 

Scholie. SoitR le rayon de la base d'un cylindre, H sa hauteur , 
la surface de la base sera ;rA^ ( 12 , 4) , et la solidité du cylindre sera 
irR^XH, OUirR^H. 

PROPOSITION II. 

LEMHl. 

La surface convexe d'un prisme droit est égale au périmètre ds sa 
base multiplié par sa hauteur, f. âô2. 

Car cette surface est égale à la somme des rectangles AFGB , BGHC, 
CHID, etc., dont elle est composée : or les hauteurs AF, BG, GH, etc., 
de ces rectangles sont égales à la hauteur du prisme; leurs bases AB, 
BC, CD, etc., prises ensemble, font le périmètre delà base du prisme. 
Donc la somme de ces rectangles ou la surface convexe du prisme 
est égale au périmètre de sa base multiplié par sa hauteur. 

Corollaire. Si deux prismes droits ont la même hauteur , les sur- 
faces convexes de ces prismes seront entre elles comme les périmè- 
tres de leurs bases. 
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PROPOSITION III. 

LBMHK. 

La surface convexe du cylindre e$t plus grande que la surface conr 
vexe de tout prisme inscrit, et plus petite que la surface convexe de 
tout prisme circonscrit, f. â5â. 

Car la surface convexe du cylindre et celle du prisme inscrit 
AJBCDËF peuvent être considérées comme ayant même longueur,puis- 
que toute section faite dans l'une et dans l'autre parallèlement à AF 
est égale à AF; et si pour avoir les largeurs de ces surfaces on les 
coupe par des plans parallèles à la base ou perpendiculaires à l'arête 
AF , les sections seront égales , l'une à la circonférence de la base , 
l'autre au contour du polygone ABCDE plus petit que cette circon- 
férence, donc, puisqu'à longueur égale la largeur de la surface cy- 
lindrique est plus grande que celle delà surface prismatique,il s'en 
suit que la première surface est plus grande que la seconde. 

Par un raisonnement entièrement semblable on prouvera que la 
surface convexe du cylindre est plus petite que celle de tout prisme 
çirconscritBCDKLH, f. 288. 

PROPOSITION IV. 

THÂORtVE^ 

La surface convexe d* un cylindre est égale à la circonférenoe de sa 
base multipliée par sa hauteur, f. 258. 

Soit GA le rayon de la base du cylindre donné, H sa hauteur; si on 
représente par cire. CA la circonférence qui a pour rayon CA , je 
dis que cire, CAX H sera la surface convexe de ce cylindre. Car, 
si on nie cette proposition , il faudra que cire. GA X H soit la sur- 
face d'un cylindre plus grand ou plus petit ; et d'abord supposons 
qu'elle soit la surface d'un cylindre plus petit, par exemple, du cy^ 
lindredont CD est le rayon de la base et H la hauteur. 

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD un polygone régu« 
lier GHIP , dont les côtés ne rencontrent pas la circonférence qui a 
CA pour rayon ; imaginez ensuite un prisme droit qui ait pour bail- 
leur H et pour base le polygone GHIP. La surface convexe de ce 
prisme sera égale au contour du polygone GHIP multiplié par la 
hauteur H (2) : ce contour est plus petit que la circonférence dont 
le rayon est CA ; donc la surface convexe du prisme est plus petit» 
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que cire. CA X H. Mais ciro. GA XH est , par hypotbèse, la surface- 
convexe du cylindre dont CD est le rayon de la base, lequel cylindre 
est inscrit dans le prisme; donc la surface convexe du prisme serait 
plus petite que celle du cylindre inscrit. Or , au contraire , elle 
doit être pltfs gprandc (â) ; donc Thypothèse d'où Ton est parti est 
absurde : donc , 1*> /a circonférence de la beue d'un cylindre multipliée 
par sa hauteur ne peut mesurer la surface convexe d^un cylindre plus, 
petit. 

Je dis en second lieu que ce même produit ùe peut mesurer la 
surface d'un cylindre plus grand. Car, pour né pas changer de fi- 
gure , soit CD le rayon de la base du cylindre donné , et soit , s'il est 
possible , cire, CD X H la surface convexe d'un cylindre qui , avec 
la même hauteur, aurait pour base un cer(^le plus grand, par exem— 
pie, le cercle dont le rayon estCA. On fera la même construction 
que dans la première hypothèse, et la surface convexe du prisme 
sera toujours égale au contour du polygone GHIP multiplié par la 
hauteur H. Mais ce contour est plus grand que cire. CD; donc la sur- 
face du prisme serait plus grande que cire. CDXH, qui, par hy- 
pothèse, est la surface du cylindre de même hauteu-r dont CAest 
le rayon de la base. Donc la surface du prisme serait plus grande 
que celle de ce cylindre. Mais, quand même le prisme serait inscrit 
dans le cylindre , sa surface serait plus petite que celle du cylin- 
dre (â) ; à plus forte raison est-elle plus petite lorsque le prisme ne 
s'étend pas jusqu'au cylindre. Donc la seconde hypothèse ne sau- 
rait avoir lieu ; donc 2* la circonférence de le base d'un cylindre mul- 
tipliée par sa hauteur ne peut mesurer la surface d'un cylindre 
plus grand, 

Donc enfin la surface convexe d'un cylindre est égale à la circon- 
férence de sa base multipliée par sa haateur, 

PROPOSITION V. 

La solidité d'un cane est égal au produit de sabttse pur le tiers d^ sa 
hauteur, f. ^9. 

Soit SO la hauteur du cône donné , AO le rayon de là base ; si on 
désigne par surf. AO la surface de la base , je did qae la solidité de 
ce cône sera égale à surf. AO X ^ SO. 

En effet, supposons 1° qaesurf. AOX|SO soit la solidité d'un 
cône plus grand, par exemple, du côiie dont SO est toujours la hau- 
teur ; mais dont OB , plus grand qiie AO , est le rayon de la base. 
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Au cercle dont le rayon est AO circonscrivei un polygone rcgu. 
lier MNPTqui ne rencontre pas la circonférence dont le rayon est 
OB (10, 4) ; imaginez ensuite une pyramide qui ait pour base le po- 
lygone et pour sommet le point S. La solidité de cette pyramide 
(19^ 6) est égale à Fa ire du polygone M?iPT multipliée par le tiers 
de la hauteur 80. Mai« le pel^ygone est plus grand que le cercle in- 
scrit représenté par surf, AO ; donc la pyramide estplus grande que 
surf, AO X a ^^> ^^*j P®*" ïiypûthèse, est la mesure du cône dont^S 
est 1^ sommet et OB le rayon de la base. Or, au contraire,. Ja pyra- 
mide est plus petite que le eène, puisqu'elle y est contenue ; donc 
1** îlest impossible que la hase d'unoônemulti{>liée par le'tiersde 
sa hauteur soit la mesure d'un cène plus grand. 

Je dis S"" que ce même produit ne peut être la mesure d'un 
cône plus petit. Car, pour ne pas changer de Bgure, soit OB le j^ayou 
de la base du cène donné , et soit , s'il estpossible , surf. OB X i ^ '^' 
solidité du cône qui a pour hauteur 80 et pour base le cereleidoiii 
AOestIV rayon. On fera la même construction que ct^dessus, et la. 
pyramide SM?FPTaura pour mesurePairc MNPT mullipliée poi ^ SO.- 
Hais Faire MNPT est plus petite que surf, OB ; donc la pyramide anc- 
rait une mesure plus petite que surf, OB X ? SO , et par conaéquen t . 
elle serait plus petite que le cône dont AOest le rayon dé la base et 
80 Ta hauteur. Or, au contraire, la pyramide est plus g;'auid« 
que le cône, puisque le cône y est contenu : donc ^" il est iinpos-: 
sible que la base d'un cône multipliée par le tiei*s de sa hauteu-r 
soit la mesure d'un cône plus petit. 

Bonc enfin la solidité d'un cône est égalé au pmdMtttdesa ba^^ 
par le tiers de aa hauteur. 

Corollaire, Un cône est le tiers d'un cylindre de même base et de 
même hauteur ; d'où, il suit : 

1® Que les cônes d'égales hauteurs sont entre eux comme leurs 
bases ; 

â"* Que les cônes de bases égales sont entre eux comme leurs ha u- 
teurs; 

S® Que les cônes semblables sont coiunM les cubes des diamètres 
de leurs bases, ou comme les cubes de leurs hauteurs. 

Scholie,%oïi R le rayon de la base d'un cône, H sa hauteur ; la 
solidité du cône ^era «• R' X ? H ou| jr R^ H. 
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PROPOSITION VI. 

TlÙORÈIE. 

Le cône tronqué ADEB , dont AO , DP sont les rayons des bases ejt 
PO la hauteur, a pour mesure \ le. OP. (ÂX?+DP-f^AO XDP), /*. 260. 

Soit TFGH une pyramide triangulaire de même hauteur que le 
côiie SAB, et dont la base FGH soit équivalente à la base du cène. 
On peut supposer que ces deux bases sont placées sur un même plan; 
alors les sommets S et T seront à égales distances du plan des bases, 
et le plan £PD prolongé fera dans la pyramide la section IKL. Or je 
dis que cette section IKL est équivalente à la ba^e DE; car les bases 
AB,D£, sont entre elles comme lesquarrés des rayons AO, DP (1 ly-^)^ 
ou comme les quarrés des hauteurs SO, SP; les triangles FGH, IKX, 
sont entre eux comme les quarrés de ces mêmes hauteurs (1^,6); 
donc les cercles AB, D£, sont entre edx-comme les. triangles FGH; 
iKL. Mais, par hypothèse, le triangle FGH est équivalent au cercle 
AB; donc le triangle IKL est équivalent au cerele DE. 

Maintenant, la base AB multiplié par \ SO est la solidité du cène 
SAB, et la base FGH multipliée par \ SO est celle de la pyramide 
TFGH ; donc à cause des bases équivalentes, la. solidité de la pyra- 
mide est égale à celle du cène. Par une raison semblable, la pyra- 
mide TIKL est équivalente au cène SDE; donc le tronc de cène 
ADEB est équivalent au tronc de pyramide. FGHIKL. Mais la base 
FGH, équivalente au cercle dont le rayon est AO, a pour mesure 

sr X AO; de même la base IKL=: îtDP, et la moyenne proportion-» 

nelle entre % x'aÔ et x X^P est x X AO X DP; donc la solidité 
du tronc de pyramide, ou celle du tronc dé cène, a pour mesure 

tOP X('rxTÔ+ sr x"1Ô^+'^ XAOXDP)(20, 6), qui est la 

même chose que j «• X OP X (ÂôV ^ V ^^ X ^^P)- 

PROPOSITION VIL 

THtORftiE. 

. La surface convexe d'un cône est égale à la circonférence de sa 
basê multipliée par la moitié de son côté , f. 259. 

Soit AO le rayon de la base du cène donné , S son Sommet, et SA 
son cèté; je dis que sa surface sera cire, AO X ^ SA. Car soit, s'il est 



possible, cire, AOX3 ^^5 ^* surface d'un cônequi aurait pour sommet 
le point S et pour base le cercle décrit du rayon OB plus grand que AO. 
Circonscrivez au petit cercle un polygone régulier MWPT, dont les 
côtés ne rencontrent pas la circonférence qui a pour rayon OB ; et 
soit SMNPT la pyramide régulière, qui aurait pour base le polygone, 
et pour sommet le point S. Le triangle SMN , l'un de ceux qui com- 
posent la surface convexe de la pyramide, a pour mesure sa base 
MN multipliée par la moitié de la hauteur SA, qui est en même temps 
le côté du cône donné ; cette hauteur étant égale dans tous les au- 
tres triangles SNP, SPQ, etc., il s'ensuit que la surface convexe de 
la pyramide est égale au contour MWPTM multiplié par^SA.Mais 
le contour MNPTM , est plus grand que cire. AO ; donc la surface 
convexe de la pyramide est plus grande que cire. AO X ^ SA , et par 
conséquent plus grande que la surface convexe dacône qui avec le 
même sommet S aurait pour base le cercle décrit du rayon OB. Or , 
au contraire , la surface convexe du cène est plus grande que celle 
de la pyramide ; car si on adosse base à base la pyramide à une py- 
ramide égale , le cône à un cône égal -, la surface des deux cônes 
enveloppera de toutes parts la surface des deux pyramides ; donc 
la première surface sera plus grande que la seconde (lem. 2 ) , donc 
sa surface du cône est plus grande que celle de la pyramide qui y 
est comprise. Le contraire était une suite de notre hypothèse ; donc 
cette hypothèse ne peut avoir lieu : donc 1« la circonférence de la 
based'uncône multipliée par la moitié de son côté ne peut mesurer 
la surface d' un cône plus grand. 

Je dis 2* que le même produit ne peut mesurer la surface d'un 
cône plus petit. Car soit BO le rayon de la base du côté donné , et 
soit, s'il est possible, cire. BO X 5 SB la surface du cône dont S est 
le sommet , et AO , plua.petit que OB , le rayon de la base. 

Ayant fait la même construction que oi-dessus , la surface de la 
pyramide SMNPT sera toujours égale au contour MNPT multiplié 
pari SA. Or le contour MNPT est moindre que cire, BO, SA est 
moindre que SB; donc par cette double raison la surface convexe 
delà pyramide est moindre que cire. BOXjSBjqui, par hypo- 
thèse , est la surface du cône dont AO est le rayon de la base ; donc 
la surface delà pyramide serait pluspeti te que celle du cône inscrit. 
Or, au contraire, elle est plus grande ; car en adossant base à base 
la pyramide à une pyramide égale , le cône à un cône égal , la sur- 
face des deux pyramides enveloppera celle, des deux cônes , et par 
conséquent sera la plus grande. Donc 2' il est impossible que la cir- 
conférence de la base d'un cône donné multipliée par la moitié de 
son côté mesure la surface d'un cône plus petit. 
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Doaceo&n la fiarfaoe c.Ofivexed*iincône.est égale à la circonfé- 
rence de fia base multi|iliée par la moitié de son côté. * 

Sekolie. Soit L le côté d'un cène , R le rayon de sa base , la circon- 
férence de cette base sera %tK^ et La 8ur£ace divcône aara pour me* 
snreâîrRxmoufrRL. 

PROPOSITION VIIL 

THiORÈUE. 

La êurface convexe du tronc de cône ADEB e$t égale à $on côté AD 
multiplié par la demi-somme de$ circonférences de ses deux basée AB , 
DE,/-. 261, 

Dans leplatï SAB qui passe par l'axe SO , menez perpendiculaire-- 
•ment à SA la ligne AF , égale à la circonférence qui a pour rayon 
AO; joignez SF, et menez DH parallèle à AF. 

A cause des triangles semblables SAO , SDC , on aura AO : DC : : 
SA : SD-, et à cau^e des triangles semblables SAF , SDH , on aura AF : 
DH :: SA : SB; donc AF : DH :: AO : DC, ou : : cire. AO : cire. DC (1 1 , 4). 
Mais par construction AF = cire, AO; doncDB==ct>c. DC. Cela posé, 
ie triangle SAF , qui a pour mesure AF X ^ SA , est égal à la surface 
du cône SAB qui a pour mesure cire, AO X | SA. Par une raison 
i^emblable le triangle SBH est égal à la surface du cône SDE. Donc 
la surface du tronc ADEB est égale à celle du trapèze ADHF. Celle-ci 

a pour mesure (7, â) AD X 1 — ~- — J; donc la surface du trosc de 

cône ADEB est égale à son côté AD multiplié parla demi-somme des 
circonférences de ses deux bases. 

Corollaire, Par le point I, milieu de AD, menez IKL parallèle à AB, 
et IM parallèle à AF; on démontrera comme ci-dessus que IM=ctVc. 
IK. Mais le trapèze ADHF=ADXlM=ADXctVc.ïK. Donc on peut 
dire encore que la surface d'un tronc de cône est égale à son côté mul- 
tiplié paria circonférence d'une section faite à égale distance des deux 
bases, 

5cAo/ie. Si une ligne AD, située tout entière d'un même côté de 
la ligne OC et dans le même plan fait une réyolution autour 
de OC, la surface décrite par" AD aura pour mesure AD X 

(ciVc. AO -f cire. DC\ 
^ J' ^ ^^X cire. ÏK; les lignes AO, DC, IK 

étant des perpendiculaires abaissées des extrémités et du milieu de 
la ligne AD sur Taxe OC. 

Car si on prolonge ADetOC jusqu'à leur rencontre mutuelle en 



S, il est clair que la surface décrite par AD est celle du cône tronqué 
dont OA et DC sont les rayons des bases , le cône entier ayant pour, 
sommet le point S. Donc cette surface aura la mesure mentionnée. 
Cette mesure aurait toujours lieu, quand même le point D tom- 
berait en S, ce qui donnerait un cône entier , et aussi quand la lig;ne 
AD serait parallèle à Taxe, ce qui donnerait un cylindre. Dans le 
premier cas DC serait nulle , dans le second DC serait égale à AO et 
àlK. 

PROPOSITION IX, 

Soient AB, BC, CD, plusieurs cotés successifs d'un poiygone re^- 
lier, son centre , et 01 le rayon du cercle inscrit ; si on suppose que 
la portion de polygone ABCD y située toute entière d'un même côté du 
diamètre FG , fasse une révolution autour de ce diamètre, la surface 
décrite par ABCD aura pour mesure MQ X ^*Vc. 01, MQ étant la hau- 
teur de cette surface ou la partie de Vaxe comprise entre les perpen- 
diculaires AM , DQ , f. â6â. 

Le point I étant milieu de AB , et IK étant une perpendiculaire à 
l'axe abaissée du point I , la surface décrite par AB aura pour me* 
sure AB X ctVc. IK ( 8) . Menez AX parallèle à l'axe , les triangles ABX , 
OIK, auront les côtés perpendiculaires chacun à chacun: savoir 
01 à AB , IK à AX , et OK à BX ; donc ces triangles sont semblables 
et donnent la proportion AB : AX ou MN :;0I : IK, ou :: cire. 01 : cire. 
IK; donc AB X cire. IK=:MN X cire. 01. D'od l'on voit que la sur- 
face décrite par AB est égale à sa hauteur MN multipliée par la cir- 
conférence du cercle inscrit. De même la surface décrite par BC , 
=NP X cire. 01 , la surface décrite par €D ,=PQ X cire. 01. Donc 
la surface décrite par la portion de polygone ABCD , a pour mesure 
(MN-4-WP4-PQ)X cire. 01, ou HLQ-^circ. 01; donc elle est égale 
à sa hauteur multipliée par la circonférence du cercle inscrit. 

Corollaire. Si le polygone entier est d'un nombre de côtés pair ^ 
et que Taxe FG passe par deux sommets opposés F et G, la surface 
entière décrite par la révolution du demi polygone FACG sera égale 
à son axcFG multiplié par la circonférence du cercle inscrit. Cet 
axe FG sera en même temps le diamètre du cercle circonscrit. 
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PROPOSITION X. 

THiORfeXE, 

ta surface de la sphère est égale à son diamètre multiplié par lu cir- 
conférence d'un grand cercle , f. 263. 

Je dis 1* que le diamètre d'une sphère , multiplié par la circonfé- 
rence de son grand cercle, ne peut mesurer la surface d'une sphère 
plus grande. Car soit, s'il est possible , AB X cire. AC la surface de 
la sphère qui a pour rayon CD. 

Au cercle dont le rayon est CA, circonscrivez un polygone 
régulier d'un nombre pair d6 côtés qui ne rencontre pas la oirconfé- 
reace dont CBest le rayon; soient M et S deux sommets opposés de 
ce polygone; et autour du diamètre MS faites tourner le demi-po- 
lygone MPS. La surface décrite par ce polygone aura pour mesure 
M X ^i^^' AC (9 ) : m*i» MS^est plus grand que AB ; donc la surface 
décrite par le polygone est plus grande que ÂBXdrc AC , et par 
conséquent plus grande que la surface delà sphère dont le rayon 
est CD. Or, au contraire, la surface de la sphère estplus grande que 
lasurface décrite par le polygone, puisque la première enveloppe 
la seconde de toutes parts. Donc V le diamètre d'une sphère multi- 
plié par la circonférence de son gr^nd cercle ne peut mesurer la 
surface d'une sphère plus grande. 

Je dis T que. ce même produit ne peut mesurer la surface d'une 
sphère plus petite. Car soit, s'il est possible , DE X <^«»'Ç- CD la sur- 
face de la sphère qui a pour rayon CA. On fera la même construc- 
tion que dans le premier cas , et la surface du solide engendré paF 
par le polygone sera toujours égale à MS X cire. AC. Mais BiS est 
plus petit que DE, et cire. AC plus petite que cire, CD ; donc, p€ir ces 
deux raisons, la surface du solide décrit par le polygone serait plus 
petite que DE X cire, CD, et par conséquent plus petite que la sur- 
face de la sphère dont le rayon est AC. Or , au contraire , la sui-ftice 
décrite par le polygone est plus grande que la surface de la sphère 
dont le rayon est AC , puisque la première surface enveloppe la 
àeooHde ; donc 2" le diamètre d'une sphère multiplié par la circon- 
férence de son grand cercle ne peut mesurer la surface d'une sphère 
plus petite. 

Donc la surface de la sphère est égale à son diamètre multiplié 
par la circonférence de son grand cercle. 

Corollaire, La surface du grand cercle se mesure en multipliant 
sa circonférence par la moitié du rayon ou le quart du diamètre ; 
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donc la surface de la sphère est qucidruple de celle d'un, qrand cercle. 

Scholie. La surface dé la ftphère étaat ainsi mesurée et comparée 
à des suriaoes planes , il sera facile d'avoir la valeur absolue des 
fuseaux et triangles sphériques dontou a déterminé ei<dlessus le rap« 
port avec la surface entière de la sphère. 

D'abord le fuseau dont l'angle est A, est à la surface de la sphère 
comme l'angle A est à quatre angles droits (âO, 7)^ pu comme l'arc de 
grand cercle qui mesur-e l'angle A est à )a circonférence de ce même 
^rand cercle. Hais la surface de la sphère est égale à eet^te circonfé» 
ronce multipliée par le diamètre ; donc la surfa^oe du fuseau est égale 
à l'arc qui mesure l'angle de ce fuseau multiplié par le diamèùv. 

£n second lieu tout triangle sphérique estôquivaleAt a un fuseau 

dont l'angle est égale à la moitié de l'excès de la somme de ses trois 

angles sur deux angles droits (^,7). Soient doue P, Q, R, les arcs de 

^raud cercle qui mesurent les trois angles du triangle; soit € la 

circonférence d'un grand cercle et D son diamètre; le triangle 

«phérique sera équivalent au fuseau dont rangée a pour 

P+Q+R— ^C 
mesure — ! !- '^ — , et par conséquent sa surface sera D X 

Ainsi , dans Lo eas du triangle tri-reetai)gle , chacun des arcs , 
P, Q, R, est égal à -^C, leur somme est |G, l'excès de «ette somme 
«ur^Gest-^^ètlamoitiédecet excèsss^C; donc la Surface dutriim- 
gle tri-rectangle=^GX^9 cô qui est la huitième partie de la surface 
{totale de la sphère. 

La mesure des polygones sphériquesiauit immédiatement de celle 
des triangles, et d'ailleurs elle est entièrement déterminée par la 
prop. xKiv^ liv. VII, puisque l'unité de mesiire, qui est le triangle 
trit-rectangle , vient d'être évaluée en surfaee plane. 

PROPOSITIOW XL 

'tp^oiImb. 

La surface d'uue j^ône sphérique quelconque esi égale, à /a hmthur 
de cette tiénq multipliée par la circonférence d'un grand cercle, 
fig. 269. 

fioit £f un arc quelconque phu petit ou j^us grandque le quart 
de eirconfiérenee , et soit abaissée FG perp«idiculaire mr le rayon 
£G i je dis que la t^ne à une base , décrite par la révolution de l^arc 
£F autour de EG, aura pour mesure EGX<^»V<î. EG. 
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Car supposons d'abord que cette zone ait une mesure plus petite, 
et soit, s'il est possible , cette mesure = EG X cire. CA. Inscri- 
vez dans Tare EF une portion de polygone régulier EMWOPF 
dont les côtés n'atteignent pas la circonférence décrite du rayon 
GA, et abaissez CI perpendiculaire sur EMj la surface décrite par 
le polygone EMF tournant autour de £G , aura pour mesure £G 
Xoiro. CI (9). Cette quantité est plus grande que ^GXGtro. AC, qui, 
par hypothèse , est la mesure de la zone décrite par Tare EF, Donc 
la vurface décrite par le polygone EMWOPF serait plus grande que 
la surface décrite par l'arc circonscrit EF ; or , au contraire, cette 
dernière surface est plus grande que la première ; puisqu'elle 
i*enveloppe de toutes parts ; donc !• la mesure de toute zone sphé- 
rique à une base ne peut être plus petite que la hauteur de cette 
«ône multipliée parla circonférence d'un grand cercle. 

Je dis en second lieu que la mesure de la même zone ne peut être 
plus grande que la hauteur de cette z6ne multipliée par la circon- 
férence d'un grand cercle. Car supposons qu'il s'agisse de la zone 
décrite par Farc AB autour de AC , et soit , s'il est possible , sône 
AB]]>ADXctVc. AC, La surface entière de la sphère , composée des 
deux zones AB, BH, a pour mesure AEXcirc. AC (10), ou ADXctrc. 
AC-|-DHXc«Vo. AC ; si donc on a zone AJBi^ADXcirc. AC , il faudra 
qu'on ait aône BH<DHX wc, AC ; ce qui estCQwtraire à la première 
partie déjà démontrée. Donc â* la mesure d'une zone sphé rique à 
une base ne peut être plus grande que la hauteur de cette zone mul- 
tipliée par la circonférence d'un grand cercle. 

Donc enfin toute zone sphérique à une base a pour mesure la 
hauteur de cette zone multipliée par la circonférence d'un grand 
cercle. 

Considérons maintenant une zone quelconque, à deux bases, dé^ 
crite par la révolution de l'arc FH (fig. 220) autour du diamètre DE, 
et soient abaissées les perpendiculaires FO, HQ sur ce diamètre. La 
zone décrite par l'arc FH est la différence des deux zones décrites 
parles arcs DH et DF; celles-ci ont pour mesures DQX^tVc. CD et 
DOXctVc. CD ; donc la zone décrite par FH a pour mesure (DQ— DO) 
X cire. CD ou OQX cire. CD. 

Donc toute zone sphérique à une ou à deux bases , a pour mesure 
la hauteur de cette zone multipliée par la circonférence d'un grand 
cercle. 

Corollaire. Deux zones prises dans une même sphère ou dans des 
sphères égales , sont entre elles comme leurs hauteurs , et une zone 
quelconque est a la surface de la sphère comme la hauteur de cette 
zone est au diamètre. 
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PROPOSITION XII. 

TU£ORÊKE. 

Si le triangle BAC , et le rectangle BCËF de même base et de même 
hauteur tournent simultanément autour de la base commune BC , le 
solide décrit par la révolution du triangle sera le tiers du cylindre dé- 
critpar la révolution du rectangle, /*. 264 et 265. 

Abaissez sur l'axe la perpendiculaire AD , /*. 264 ; le cône décrit 
par le triangle ABD est le tiers du cylindre décrit par le rectangle 
AFBD (0) , de même le cône décrit par le triangle ADC est le tiers du 
cylindre décrit par le rectangle ADC£ ^ donc la somme des deux 
cônes ou le solide décrit par ABC est le tiers de la somme des deux 
cylindres ou du cylindre décrit par le rectangle BGEF. 

Si la perpendiculaire AD, /*. 265, tombe au-dehors du triangle, 

alors le solide décrit par ABC sera la différence des cônes décrits 

par ABD et AGD ; mais en même temps le cylindre décrit par BGEF 

sera la différence des cylindres décrits par AFBD, AFGD. Donc le 

solide décrit par la révolution du triangle sera toujours le tiers du 

cylindre décrit par la révolution du rectangle de même base et de 

même hauteur. « 

— a 
Scholie, Le cercle dont AD est le rayon a pour surface «- X ^B ; 

3 

donc îtX ADxBG est la mesure du cylindre décrit parBG£F,et^9r 
X AD X BC est celle du solide décrit par le triangle ABG. 

PROPOSITION xm. 

PROBUns, 

Le triangle GAB étant supposé faire une révolution autour de la ligne 
GD, menée comme on voudra hors du triangle par son sommet G, trou- 
ver la mesure du solide ainsi engendré, î,^^^. 

Prolongez le côté AB jusqu'à ce qu'il rencontre Taxe GD en D, des 

points A et B abaissez sur Taxe les perpendiculaires AM, BW. 

■ • a 

Le solide décrit par le triangle GAD apour mesure (12) I^XAM 

XGD; le^sç^lide décrit par le triangle GBD a pour mesuré^ x XBN XGD; 
donc la différence de ces solides ou le solide décrit par ABG aura 
pour mcMire ^sr.(ÂM— BN)XGD. 
On peut donner à cette expression une autre forme, Du point I ? 
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milieu de AB , menez IK perpendiculaire à CD , et parle point B me- 
nez BO parallèle à CD, ou aura AM-[-BN= 2IK (7, 8)etAM — BW 

= AO;donc,(AM+BN) X(AM — BN),ou AM— BN=2IKXA0 
( 10, 5). La mesure du solide dont il s'agit est donc exprimée aussi 
parler X IK X AO X CD. Mais si on abaisse CP perpendiculaire 
sur AB , les triangles ABO , DCP , seront semblables , et donneront 
la proportion AO : CP : : AB : CD; d'où résulte AO X CD = CP X AB; 
d'ailleurs CP X AB est le double de l'aire du triangle ABC , ainsi ou 
a AO X CD = 2ABC ; donc le solide décrit par le triangle ABC a 
aussi pour mesure |^t X ABC X IK. , ou , ce qui est la même chose, 
ABC X f <?«Vc. IK ; (car cire. IK = 2^. IK. ) Donc le solide décrit par 
la révohUiai^ du triarkg^le ABC , a pour mesure l'aire de ce triangle muï^ 
tipliéepar les deux tiers de la circonférence que décrit le point l milieu 
de sa base. 

Corollaire. Si le côté AC= CB , f. M7 , la ligne CI sera perpendi- 
culaire à AB , l'aire ABC sera égale à AB X 5 CI , et la solidité |;r X 
ABC X IK deviendra f ît X AB X IK X CI. Mais les triangles ABO, 
CIK , sont semblables et donnent la proportion AB : BO ou MN :*.^CI : 
IK ; donc AB X IK =MN X CI3 donc le solide décrit par le triangle 

isoscèle ABC aura pour mesure |5r X MN X CI. 

Scholie. La solution générale paraît supposer que la ligne AB 
prolongée rencontre l'axe ; mais les résultats n'en seraient pas 
moins vrais , quand la ligne AB serait parallèle à l'axe. 

En effet le cylindre décrit par AMNB, f. 268 , a pour mesure «■. 

AM. MN, le cône décrit par ACM = ^ «r. AM. CM , et le cône décrit 

— 3 
parBCNssi-çr. AM. CN. Ajoutant les deux premiers solides et re- 
tranchant le troisième , on aura pour le solide décrit par ABC , w. 

AM. (MN-f-iCM— iCPÏ) : et puisque CN — CM =MW , cette exprès- 

— 3 — 2 

sion se réduit à tt. AM. | MN , ou |t. CP. MN , ce qui s'accorde aveo 

les résultats déjà trouvés. 

PROPOSITION XIV. 

Soient AB, BC, CD, plusieurs côtés successifs d'un polygone régu^ 
lier, son centre, et 01 le rayon du cerck inscrit ; si on imagine que^ 
leiecteur polygonal AOD, situé d'un même c6tédu diamètte FG , fasse 
unerétoluHon autour de ce diamètre, le solide décrit aura pour me- 
sure fw. 01. MQ , MQ étant la portion de l'axe terminée par les perpen- 
diculaires extrêmes AM , DQ . 
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En effet , pniisqae le polygone est régulier , tous les triangles AOB, 
BOC, etc. , sont égaux etisoscèles. Or, suivant le corollaire delà 
proposition précédente , le solide produit par le triangle isoscèle 

AOB a pour mesure fîr. 01. MN , le solide décrit par le triangle BOC a 

pour mesure f t. 01. NP, etle solide décrit par le triangle COD a pour 

mesure fîT. 01. PQ ; donc la somme de ces solides, ou le solide en- 

lier décrit par le secteur polygonal AOD, aura pour mesure f t. OL 

( MW + NP + PQ ) ou f îtToI. MQ. 

PROPOSITION XV. 

" YHiOBÊHE. 

^oniseciewr sphérique a pour mesure la zone qui lui sert de base mul- 
tipliée par le tiers du rayon, et la sphère entière a pour mesure sa sur- 
face multipliée par le tiers du rayon, f. 269« 

Soit ABC le secteur circulaire qui , par sa révolution autour de 
AG , décrit le secteur sphérique ; la lône décrite par AB étant AD X 
cire. AG ou %it. AG. AD ( 12 ) , je dis que le secteur sphérique aura 

pour mesure cette zone multipliée par i AG , ou f «r. AG. AD. 
En effet, 1* supposons, s'il est possible, que cette quantité §«•. 

_. — 3 

AG. AD soit la mesure d'un secteur sphérique plus grand, par exem- 
ple, du secteur sphérique décrit par le secteur circulaire EGF sem- 
blable à AGB. 

Inscrivez dans l'arc EF la portion de polygone régHiier EMNF dont 
les côtés ne rencontrent pas l'arc AB,imaginez ensuite que le secteur 
polygonal ENFG tourne autour de EG en même temps que le secteur 
circulaire EGF. Soit GI le rayon du cercle inscrit dans le polygone, 

et soit abaissée FG perpendiculaire sur EG. Le solide décrit par le 

— a 
secteur polygonal aura pour mesure |^. GI. EG (14) : or GI est 

plus grand que AG par construction , et EG est plus grand que AD : 

car , joignant AB , EF, les triangles EFG, ABD , qui sont semblables, 

donnent la proportion EG : AD : : FG : BD :: GF : GB ; donc EG> AD. 

— a 2 

Par cette double raison j ^r, GI. EG est plus grand que f»-. GA. 

AD: la première expression est la mesure du solide décrit par le sec- 
teur polygonal, la seconde est par hypotèse celle du secteur sphéri- 
que décrit par le secteur circulaire EGF; donc le solide décrit par 
le secteur polygonal serait plus grand que le secteur sphérique dé- 
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crit par le secteur circulaire. Or , au contraire, le solide dont fl s'a- 
git est moindre que le secteur sphérique , puisqu'il y est contenu ; 
donc rhypothèse d'où on est parti ne saurait subsister; donc 1* la 
zôue ou base d'un secteur sphérique multipliée par le tiers du ra- 
yon ne peut mesurer un secteur sphérique plus grand. 

Je dis â« que le même produit ne peut mesurer un secteur sphéri- 
que plus petit. Car , soit CEF le secteur ciculaire qui par sa révolu- 
tion produit le secteur sphérique donné , et supposons , s'il est pos- 
sible , que f ?r. CE. EG soit la mesure d'un secteur sphérique plus pe- 
tit , par exemple , de celui qui provient du secteur circulaire ACB. 

La construction précédente restant la même , le solide décrit par 

3 

le secteur polygonal aura toujours pour mesure fr. Cl. EG. Mais CI 
est moindre que CE ; donc le solide est moindre que f sr. CE. EG, 
qui , par hypothèse, est la mesure du secteur sphérique décrit par 
le secteur circulaire ACB. Donc le solide décrit par le secteur poly- 
gonal serait moindre que le secteur sphérique décrit par ACB. Or, 
au contraire , lé solide dont il s'agit est plus grand que le secteur 
sphérique, puisque celui-ci est contenu dans l'autre. Donc 2* il 
est impossible que la zone d'un secteur sphérique multipliée par le 
ticii's du rayon soit la mesure d'un secteur sphérique plus petit. 

Donc tout secteur sphérique a pour mesure la zone qui lui sert 
de base multipliée par le tiers du rayon. 

Un secteur circulaire ACB peut augmenter jusqu'à devenir égal 
au demi-cercle ; alors le secteur sphérique décrit par sa révolution 
est la sphère entière. Donc la solidité delà sphère est égale à sa surface 
multipliée par le tiers de son rayon, 

Corollaire, Les surfaces des sphères étant comme les quarrés de 
leurs rayons , ces surfaces multipliées par les rayons sont comme 
les cubes des rayons. Donc les solidités de deux sphères sont comme 
les cubes de leurs rayons^ ou comme les cubes de leurs diamètres, 

Scholie. Soit R le rayon d'une sphère, sa surface sera -içrR*, et 
sa solidité -IîtR^Xt^j oul^rR'. Si on appelle D le diamètre, on 
aura R;=5D , et R'szijD'; donc la solidité s'exprimera aussi par |»-X * 
iD',oui^D'. 

PROPOSITION XVL 

THÉORÈME. 

La surface de la sphère est à la surface totale du cylindre circon- 
scrit {en y comprenant ses bases) comme S est àZ. Les solidités de ces 
deux corps sont entre elles dans le même rapport, f. 270, 
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Soit MPNQ le grand cercle de la sphère, ABGD le qaarré circon- 
scrit ; si on fait tourner à la fois le demi-cercle PMQ et le demi-quarré 
PADQ autour du diamètre PQ , le demi-cercle décrira la sphère et 
le demi-quarré décrira le cylindre circonscrite la sphère* 

La hauteur AD de ce cylindre est égale au diamètre PQ, la base 
du cylindre est égale au grand cercle, puisqu'elle a pour diamètre 
AB égale à UN ; donc la surface convexe du cylindre (4) est égale à 
la circonférence du grand cercle multipliée par son diamètre. Cette 
mesure est la même que celle de la surface de la sphère (10) : d'où 
il suit que la surface de la sphère est égale à la surface convexe du 
cylindre circonscrit. 

Mais la surface de la sphère est égale à quatre grands cercles ; 
donc la surface convexe du cylindre circonscrit est égale aussi à 
quatre grands cercles : si on y joint les deux bases qui valent deux 
grands cercles , la surface totale du cylindre circonscrit sera égale 
à six grands cercles ; donc la surface de la sphère est à la surface 
totale du cylindre circonscrit comme 4 est à 6, ou comme 2 est à â* 
C'est le premier point qu'il s'agissait de démontrer < 

£n second lieu, puisque la base du cylindre circonscrit est égale 
à un grand cercle et sa hauteur au diamètre , la solidité du cylindre 
sera égale au grand cercle multiplié par le diamètre (1). Mais la so- 
lidité de la sphère est égale à quatre grands cercles multipliés par 
le tiers du rayon (16) , ce qui revient à un grand cercle multiplié 
par I du rayon , ou | du diamètre ; donc la sphère est au cylindre 
circonscrit comme 2 est à S, par conséquent les solidités de ces deux 
corps sont entre elles comme leurs surfaces. 

Scholie, Si on imagine un polyèdre dont toutes leâ faces touchent 
la sphère, ce polyèdre pourra être considéré comme composé de 
pyramides qui ont toutes pour sommet le centre de la sphère , et 
dont les bases sont les différentes faces du polyèdre. Or il est clair 
que toutes ces pyramides auront pour hauteur commune le rayon 
de la sphère , de sorte que chaque pyramide sera égale à la face du 
polyèdre qui lui sert de base, multipliée par le tiers du rayon ; 
donc le polyèdre entier sera égal à sa surface multipliée par le tiers 
du rayon de la sphère inscrite. 

On voit par là que les solidités des polyèdres circonscrits a là 
sphère sont entre elles comme les surfaces de ces mêm^ polyèdres. 
Ainsi , la propriété que nous avons démontrée pour le cylindre cir- 
conscrit est commune à une infinité d'autres corps. 

On aurait pu remarquer également que les surfaces des polygo- 
nes circonscrits au cercle sont entre elles comme leurs contours. 



58. 
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PROPOSITION XVII. 

PaOBLÊHE. 

Le segment circulaire BMD étant supposé faire une révolution au- 
tour d^un diamètre extérieur à ce segment, trouver la valeur du solide 
engendré, f. 271. 

Abaissez sur Taxe les perpendiculaires B£, DF , du centre G me- 
nez Gt perpendiculaire sur la corde BD, et tirez les rayons GB, GD. 

— .3 

Le solide décrit par le secteur BCA = f t . GB. ÀE ( 15) ; le solide 

— 2 
décrit par le secteur DCA = fsr . GB. AF ; donc la différence de ces 

— a 
deux solides , ou le solide décrit par le secteur DCB = §5r . GB. ( AF 

— a 
•4^ A£) = l^r. GB. £F. Mais le solide décrit par le triangle isoscèle 

DGBa pour mesure fjr. GI. EF(14); donc le solide décrit par le seg- 
ment BMD = |?r . EF. (GB — CI)! Or dans le triangle rectangle CEI, 

— -a 3 — a — 3 

on a GB — CI=BI = ^ BD ; donc le solide décrit par le segment BMD 

— :3 3 

aura pour mesure f?r . EF. \ BD , ou |?r . BD. EF. 

Soholie, Le solide décrit par le segment BMD est à la sphère qui a 
ï — 3 — 5 

pour diamètre BD^ comme l^r. BD. EFest à ^w-. BD, ou::EF : BD. 

PROPOSITION XVIII. 

THÉOaÈSIE» 

Tçut segment de sphère , compris entre deua; plans parallèles, a pour 
mesure ta demi^somme de ses bases multipliée par sa hauteur , plus. la 
solidité de la sphère dont cette même hauteur est le diamètre, f. 271 . 

Soient BE , DF , les rayons des bases du segment , EF sa hauteur ^ 

de sorte que le segment soit produit par la révolution de l'espace 

circulaire BMDFE autour de Taxe FE. Le soUde décrit par le seg* 

— a 
raentBMD ( 17 ) = | ?r . BD. EF^ ïetronc de cône décrit par le trapèze 

— a " — 3 
BDF£(6)==^5r. EF.(BE + DF + BE. DF); donclesegment de sphère 

qui est la somme de ces deux solides = |w. EF. {2BE-j-2DF-|-^BE.BF 

4-80^). Mais, en menant BO parallèle à EF , on aura DO=DF— BE, 

DÔ=DF — 2DF. BE-fBE (9, 8), et par conséquent BD = B04- 

DÔ =ÊF^+DF^— 2DF X BE + BÊ! Mettant celte valeur à la place 
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9 

de BB dans l'expression du segment, et effaçant ce qui se détroit ^ 
on aura pour la solidité dn segment 

l^. EF. (SBE+SDF + EFJ, 

expression qui se décompose en denx parties ; Tune ^ ir.. £ * (SB£ -f" 






MF ) , ou EF. I -^ -^— ^ J est la demi-somme des bases mul- 



-s 



tipliée par la hauteur ; l'autre ^ «*• EF représente la sphère dont EF 
est le diamètre (IIS y sch.) : donc tout segment de sphère, etc. 

Corollaire. Si l'ane des bases est nulle , le segment dont il s'agit 
dcTient un segment sphérique à une seule base; donc tout gegtÊ^eni 
Bphérique à une ba$e équivaut à la moitié du cylindre de même boêe ei 
de même hauteur, plue la ephère dont cette hauteur e$t le diamètro^ 

SehoUe généraL 

Soit R le rayon de la base d'un cylindre , H sa hauteur, la soli«- 
dite du cylindre sera irRs X H , ou irR^* 

Soit R le rayon de la base d'un cône , H sa hauteur ; la solidité dis 
cône sera 9rR^. |H , ou ^ff-R H* 

Soient A et B les rayons des bases d'un cône tronqué , H sa hau- 
teur ; la solidité du tronc de cône sera | irH ( A^ -|- B' -J- AB). 

Soit R le rayon d'une sphère ; sa solidité sera j irRs. 

Soit R le rayon d'un secteur sphérique, H la hauteur de la zone 
qui lui sert de base ; la solidité du secteur seraf «-R^. 

Soient P et Q les deux bases d'un segment sphérique , H sa hau- 
teur, la solidité de ce segment sera [ ' ^ ]. H-|-|Hs 

Si le segment sphérique n'a qu'une base P, l'autre étant nulle, 
sa solidité sera ^PH-j-i^-H'. 
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NOTES 

"SUR LES ÉLÉMEUTS »E GÈQMÉTRIE^ 

NOTEL 

Sur quelques noms et définitions^ 

'On a introduit dans cet ouvrage quelques ei^pressiotis et détinitions Nouvelles 
<|iii tendent à donner au langage géométrîqucplusd^exactîludeetde précision; 
Nous allons rendre Compte de ces changements, et en proposer quelques au- 
tres qui pourraîient remplir plus complètement les mêmes vues. 

Dans la dé6mition ordinaire du parallSlograihme rectangle et du quarrày on 
8it que les angles de ces figures sont droits; il serait plus exact de dire que 
leurs angles sont égaux. Car, supposer que les quatre angles d^un quadrilatère 
peuvent être droits, Ci même que les angles droits sont égaux entre eux, c'est 
supposer des propositions qui ont besoin d'être démontrées. On éviterait cet 
inconvénient et plusieurs autres du même genre, si, au lieu de placer les fléfî- 
tiitions, suivant Tusage, à la tête d'un livre, on les distribuait dans le courant 
du livre, chacune à la place où ce qu'elle suppose est déjà démontre. 

Le mot inclinaison doit être entendu dans le même sens que celui d'angle ; 
l'un et Taulre indiquent la manière d'être de deux lignes ou de deux plans qui 
se rdUContrcmt, ou qiri, prolongés, se rencontreraient. L*inclinaison de deux 
lignes est inutile lorsqae l'ange est nul, c'est-à-dire lorsque les lignes sont 
parallèles ou coïncidentes. L'inclinaison est la plus grande lorsque l'angle est 
le plus grand, ou lorsque les deux lignes font entre elles un angle Ifès-obtus. 
La qualité Ae pencher est prise dans un sens différent; une ligne pc/ic A/? d'au- 
tant plus sur une autre qu'elle s'écarte plus de la perpendiculaire à celle-ci. 

Euclidc et d'autres auteurs appellent assez souvent triangles égaux des trian- 
gles qui ne sont égaux qu'en surface, et solides égaux des sofidcs qui "ne sont 
c^gaux qu'en solidité. Il nous a paru plus convenable d'appeler ces triangles 
ou ces solides triangles ou solides équivalents, et de réserver la dénomination 
de triangles égaux, solides égauxy à ceux qui peuvent coïncider par la supcr- 
po:îition. 

11 est de plus nécessaire de distinguer dans les solides et les surfaces courbes 
deux sortes d'égalité qui sont différentes. En effet, deux solides, deux angles 
solides, deux triangles ou polygones sphériques , peuvent être égaux dans 
toutes leurs parties constituantes , sans néanmoins coïncider par la superpo, 
shion. Il ne parait pas que cette obsei^vation ait été faite dans les livres d'é- 
î^érticnts; et cependant, faute d'y avoir égard, certaines démonstrations fondées 
sur 4a ooïucidcnce des figures ne sont pas exactes. Telles sont les démonstra- 
tions par lesquelles plusieurs auteurs prétendent prouver l'égalité des triangles 
sphériques dans les mêmes cas et de la même manière que celle des triangles 
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rectilignes : on en voit surtout un exemple frappant , lorsque Robert Sim- 
som (1), attaquant la démonstration de la prop. xxyiii, liv. xi, d'£uclidc , 
tombe lui-même dans Tinconvénient de fonder sa démonstration sur une 
coïncidence qui n'existe pas. Nous avons donc cru devoir donner un nom., 
particulier à cette égalité qui n'entraîne pas la coïncidence ; nous l'avons ap- 
pelée égalité par tymétriû; et les 6gures qui. sont dans ce cas, nous les appe- 
lons figures symétriques. 

Ainsi les dénominations de figures égales, figures symétriques ^ figures équi- 
valantes, se rapportent à des choses différentes, et ne doivent pas être confon- 
dues en une seule dénomination. 

Dans les propositions qui concernent les polygones., les angles solides et les 
polyèdres, nous avons exclu formellement ceux qui auraient des angles rentrants. 
Car , outre qu'ail convient de se borner dans les éléments aux figures les plus 
simples , si cette e;xclusion n'avait pas lieu, certaines propositions ou ne seraient 
pas vraies, ou auraient besoin de modification. Nous nous sommes donc réduits., 
à la considération des lignes et des surfaces que nous appelons convexes , et 
qui sont telles qu'une ligne droite ne peut les couper en plus de deux points. 

Nous avoQ3 employé assez fréquemment l'expression proûfwî'/ de deux ou cTun 
plus grand nombre de lignes; par oii nou^ entendons le produit des nombres 
qui représentent ces lignes , en les évaluant d'après une unité linéaire prise à 
volonté. Le^ens de ce mot étant ainsi fixé , il n'y a aucune difiiculté à en faire 
usage. On entendrait de même ce que signifie le produit d'une surface par une 
ligne , d'une surface par un solide, etc. : il suffit. d'avoir établi une fois pour- 
toutes que ces produits sont ou doivent être considérés comme des produits 
de nombres, chacun de l'espèce qui lui convient. Ainsi le produit d'une sur- 
face par un solide n'est autre chose que le produit d'un nombre d'unités su- 
perficielles par un nombre d'unités, solides. 

Souvent, dans le discours, on se sert du mot angle pour désigner le point 
situé à son sommet : cette expression est vicieuse. Il serait plus clair et plu- 
exact de désigner par un nom particulier , tel que celui de sçmmets, les points 
situés aux sommets des angles d'un'polygone et d'un polyèdre. C'est ainsi 
qu'on doit entendre la dénomination de sommets d*un polygone et d'un polyèdre 
dont nous avons fait usage. 

Nous avons suivi la définition ordinaire des figures rectilignes semblables ; 
mais nous observerons qu'elle contient trois conditions superflues. Car, pour 
construire un polygone dont le nombre des côtés est /i, il faut d'abord con- 
naître un côté, et ensuite avoir la position. des sommets, des angles situés hors 
de ce côté. Or, le nombre de ces. angles est «• — 2, et la position de chaque 
sommet exige deux données; d'où il suit que le nombre total des données né- 
cessaires pour construire un polygone de n côtés estl-J-2rt — 4, ou 2/^ — 3. 
Mais dans le polygone semblable il y a un côté à volonté ; ainsi le nombre de 
conditions pour qu'un polygone soit semblable à un polygone donné, est 
2n — 4. Or la définition ordinaire exige , 1" que les angles soient égaux chacun 
à chacun , ce qui fait n conditions ; 2" que les côtés homologues soient propor- 
tionnels, ce qui fait n — 1 conditions. 11 y a donc en tout 2/i — 1 conditions, 
ce qui fait trois de trop. Pour obvier à cet inconvénient, on pourrait décom- 
poser la définition en deux autres , de cette manière : 



(1) Voyezl'ouvrage de cet auteur, intitulé : Euclidis Elemcnlorum librisex, dé. 
Çlasguœ, 1756. 
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If Deux triangles sont somhlahlos , lorsqu*ils ont data angles égaux chacun à 
chacun , 

2» Deux polygones sont semblables lorsqu'on peut former dans ïun et dans 
Vautre un même nomhre de triangles semblables chacun à chacun et semblable^ 
ment disposés. 

Mais, pour que cette dernière définition ne contienne pas elle-même de 
conditions superflues, il faut que le nomj^re des triangles soit égal, au iu>mbre 
des côtés du polygone moins deux ; ce qui peut avoir lieu de deux manières. 
On peut mener deux angles homologues des diagonales aux angles opposés, 
alors tous les triangles formés dans chaque polygone auront un sommet com- 
mun, et leur somme sera égale au polygone; on bien, on peut supposer que 
tous les triangles formés dans un polygone^ ont pour base commune un côté 
<|u polygone , et pour sommets ceux des différents angles opposés à cette base. 
Dans Tun ou l'autre cas le nombre des triangles formés de part et d'autre 
^tant n — 2 , les conditions de leur similitude seront au nombre de 2/» — 4; 
et la définition ne contiendra rien de superflu. Cette nouvelle définition 
étant posée, Tancienne deviendra un théorème qu'on pourra démjontrer 
immédiatement. • 

Si la définition des figures rectilignes semblables est imparfaite dans les 
livres d'éléments , celle des solides polyèdres semblables l'est encore bien da- 
vantage. Dans £uclide , cette définition dépend d'un théorème non démontré; 
4ans d'autres auteurs elle a rinconvénient'd'étrc fort redondante. Nous avons 
donc rejeté ces définitions des solides semblables, et nous leur eu avons 
substitué une fondée sur les principes que nous venons d'exposer. Mais, comme 
il y a beaucoup d'autres observations à faire à ce sujet, nous y reviendrons 
dans une note particulière. 

La définition de la perpendiculaire à un plan peut être regardée comme uu 
Uiéorème; celle de Vinclinaison de deux plans a besoin aussi d'être justifiée 
par un raisonnement; plusieurs autres sont dans le même cas. C'est pourquoi, 
en conservant ces définitions suivant l'ancien usage, nous avons eu soin de 
renvoyer aux propositions où eljies sont démontrées ; quelquefois nous nous 
sommes contentes d'y ajouter un éclaircissement succinct. 
. L'angle formé par la rencontre de deu^ plans, et Cangle solide formé par la 
rencontre de plusieurs plans en un même point, soutdcs grandeurs, chacune 
de son espèce, auxquelles il serait peut-être bon de donner des noms particu- 
liers. Sans cela il est difficile d'éviter l'obscurité et les circonlocutions lors- 
qu'on parle de l'arrangement des plans qui composent la surface d'un polyèdre,^ 
lit comme la. théorie de ces solides a été peu, cultivée jusqu'à présent, il y a 
moins d'inconvénient à y introduire des expressions nouvelles , si ehes sont 
réclamées par la nature des choses. 

Je proposerais d'appeler coin l'anglie formé par deux plans; V arête ou faite 
du coin serait rintersection commune des deux plans. Le coin se désignerait 
par quatre lettres dont les deux moyennes répondraient à l'arête. Alors un 
coin droit serait l'angle formé par ^eux. plans perpendiculaires entre eux. 
Quatre coins rempliraient tout l'espace angulaire solide autour d'une ligne 
donnée. Cette BoùvcUe dénomination n'empêcherait pas que le coin n'eût 
toujours pour mesure l'angle formé par les deux perpendiculaires me.nces 
dans chacun des f^ns à un même point de l'arête ou intersection commune^ 
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NOTE II. 

Sur la démonstration de la proposition XIX j liv. 1 , et âe 
quelques autres propositions fondamentales de la^géo- 
métrie. 

La déraonstraiioa que nous donnons dans le texte de la proposition XTX-, 
est peut-être la plus simple et la plus directe qu'on puisse trouver dans le 
genre purement élémentaire; nous espérons qu'elle sera accueillie par les 
amateurs de Texactitudc géométrique et qu'elle fera enfin disparaître des élé- 
ments rimpcrfection à laquelle la théorie des parallèles a été sujette jusqu'à 
pré sont. 

Nous saisirons cette occasions de faire quelques nouvelles remarques sur la 
démonstration que nous avions donnée de la même proposition, dans la S"* 
édition de cet ouvrage, publiée en 1800, et dans les éditions suivantes jusqu'à 
la S"* inclusivement; il est nécessaire pour cela de rappeler en .peu de mots 
le principe sur lequel cette démonstration était fondée. 

Nous avons prouvé d'abord d'une manière rigoureuse (pie la somme des 
angles d'un triangle ne peut être, plus grande que deux angles droits, propo- 
sition qui sépare tout d'un coup par une différence essentielle, les triangles 
rectilignes des triangles sphériques. Cette première partie étant établie il res- 
taità prouver que la somme des angles ne peut être plus petite que deux angles 
droits; or comme l'excès des trois angles sur deux angles droits, qui a lien 
dans les triangles sphériques, est proportionnel à Taire du triangle; de même 
le; déficit, s'il y en avait un dans les triaugles rectilignes, serait proportionnel 
à l'aire du triangle. Dès-lors il est aisé devoir que si on réussit à construire , 
d'après un triangle donné, un autre triangle dans lequel le triangle donné soit 
contenu au moins m fois, le déficit de ce nouveau triangle égalera au m«ias m 
fois le déficit du triangle donné , de sorte que la somme des angles du graatl 
triangU diminuera progressivement à mesure quemaugmente, jusqu'à devenir 
nidle-oujiégative. Résultat absurde et qui prouve que la somme des angles d'ua 
triangle ne peut être moindre que deux angles droits. 

Prenant pour guide ce principe de démonstration qui est infaillible , nous 
avons fait Yoir que toute la difficulté se réduisait à construire un triangle qui 
contînt au moins 'deux fois le triangle donné ; mais la solution que nous avons 
donnée de ce problème, en apparence très-simple, suppose que par un point 
donné dans un angle moindre que deux tiers d'angle droit, on peut toujours 
faire passer une ligne droite qui rencontre à-la-fois les deux côtés de l'angle. 

Nous avions ainsi beaucoup approché de notre but, mais nous ne l'avions 
pas atteint entièrement, puisque notre démonstration dépendait d'un ptfslw- 
latumqiiia toute force pouvait être nié ,(1). Cest cette considération qui nous 



(1) On voit dans un article du Philosophical magazine de mars 1822, qu'un 
savant géomètre a essayé de perfectionner cette démonstration et de la rendre 
indépendante de tout poslulatum; mais la construction employée pour 
démontrer la seconde partie consiste à mener d'un puint donné diflércntcs 
droites à tous les sommets d'une ligne qu'on doit considérer comme polygo- 
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â fait revenir dans la 9«« édition, à la simple marche d'Euclide, en renvoyant 
aux notes pour la démonstration rigoureuse. 

En examinant les choses avec plus d'attention nous sommes rjesté convaincu 
que pour démontrer complètement notre postulatum il fallait déduire de la 
définition de la ligne droite une propriété caractéristique de cette ligne qui 
exclût toute ressemblance avec la forme d'une hyperbole comprise entre êeê 
deux asymptotes. Voici quel est à cet égard le résultat de nos recherches. 

Soit BAC un angle donna, et M un point donné au-dedans de cet angle ,- divises 
fangleBXC en deuj: également par la droite AJ) et du point M menez MP perpendi- 
culaire sur AD :je dis que la droite ]MP prolongée dans un sens et dans l'autre, 
rencontrera nécessairement les deux côtés de Vangte BAC, fig. 274. 

Car si elle rencontre un des côtés de cet angle, elle rencontrera l'autre, tout 
étant égal des deux côtés à partir du point P ; si elle ne rencontrait pas un 
côté, elle ne rencontrerait pas l'autre par la même raison; ainsi, dans ce 
dernier cas elle devrait être renfermée tout entière dans l'espace compris 
entre, les côtés de l'angle BAC ; or , il répugne à la nature de la ligne droite 
qu'une telle ligne, indéfiniment prolongée, puisse être renfermée dans un 
angle. 

En effet; toute ligne droite AB, /*. 275 , tracée sur un plan, et indéfiniment prô^ 
longée dans les deux sens, divise ce plan en deux parties qui étant superposées 
coifncident dans toute leur étendue et sont parfaitement égales. La partie AMB 
du plan total, située d'un côté de AB , est égale en tout à la partie AM'B située 
de l'autre côté \ car si l'on prend un point fixe C sur la droite AB , tout autre 
point M de la partie AMB sera déterminé par la distance CM et l'angle ACM j 
prenant donc de l'autre côté un angle ACM'=ACM, et une distance CM'=CM, 
il est évident que les points M et M' auront la même situation dans les deux 
parties du plan, et que, ces deux parties étant superpdàées, les points M et Mi ' 
se confondront en un seul. 

Supposons maintenant , s'il est possible , qu'une ligne droite indéfinie XY 
soit renfermée tout entière dans un espace angulaire quelconque, par exemple, 
dans l'angle BCM , elle ne pourra que diviser en deux parties égales ou iné- 
gales la partie du plan comprise dans l'angle BCM; cette partie a sa corres- 
pondante BCM' située de l'autre côté de BC; mais comme outre ces deux par- 
ties égales du plan , il y en a deux autres renfermées dans les angles égaux 
ACM, ACM', on voit que Tespace angulaire BCM n'est pas la moitié de tout 
le plan ; donc la ligne droite XY qu'on suppose partager en deux portions 
l'espace BCM , ne pourra partager qu'en deux parties inégales la totalité du 
plan , ce qui est contraire à la nature de la ligne droite. 

Par ce principe très simple, non seulement le postulatum qui empêchait 
notre démonstration d'être rigoureuse , se trouve démontré ,' mais on peut 
aussi démontrer immédiatement le postulatum d'Euclide. Ce postulatum se ré- 
duit aisément, comme on sait, au cas. où l'une des droites AC étant perpen- 
diculaire à AB, Tautre droite BD fait avec AB un angle ABD moindre qu'un 
droit. Il s'agit donc de prouver que dans ce cas BD prolongée doit rencoB'^ 
trer AG, f. 276. 

nale , pour raisonner dans l'hypothèse de celui qui nie la proposition : or ïa 
convexité de cette ligne , si elle avait lieu , ne permettrait pas de continuer 
indéfiniment la construction de l'auteur, comme il le faudrait pour Texacti-* 
tudc de sa démonstration. 
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. En effet, si cela n'était pas , en prolongeant AG vers C et faisant Tangle ABD* 
=:ABD, la droite CG* serait comprise tout entière dans Tangle DBD' moindre 
que deux droits , ce qui est impossible. 

Nous laissons aux géomètres à décider si cette démonstration ne mériterait 
pas d'être admise dans les éléments , de préférence à toute autre , pour réta- 
blir la marche d'Euclide devenue entièrement rigoureuse par la suppression 
de sou postulatum, 

Nous nous proposons maintenant de faire voir qu'on peut employer l'ana- 
lyse avec beaucoup d'avantage , pour démontrer rigoureusement la proposi- 
tion XIX et les autres propositions fondamentales de la géométrie. G'est ce 
que nous allons développer avec tout le détail nécessaire, en commençant 
par le théorème sur la somme des trois angles du triangle. 

On démontre immédiatement par la superposition, et sans aucune proposi- 
tion préliminaire que deus triangles sont égaux , lorsqyCils ont un côté égal ad- 
jacent à deux angles égaux chacun à chacun. Appelons p le côté dont il s'agit , 
A et B les deux angles adjacents, G le troisième angle. Il faut donc que l'angle 
G soit entièrement déterminé , lorsqu'on connaît les angles A et B , avec le 
côté p ; car si plusieurs angles G pouvaient correspondre aux trois données A, 
B, j7, il y aurait autant de triangles différents qui auraient un côté égal adjacent 
à deux angles égaux, ce qui est impossible : dont l'angle G doit être une fonc- 
tion déterminée des trois quantités A, B^pice que j'exprime ainsi , G=:|> : 
(A,B,p). 

Soit l'angle droit égal à l'unité ^ alors les angles A , B, G, seront des nom- 
bres compris entre et 2; et puisque G=^ : (A , B, p), je dis que la ligne 
p ne doit peint entrer dans la fonction <^. £n effet, on a vu que G doit être 
entièrement déterminé par les seules données A, ^,p, sans autre angle ni 
* ligne quelconque , mais la ligne p est hétérogène avec les nombres A , B , G ; 
et si on avait une équation quelconque entre A , B , G , p , on en pourrait 
tirer la valeur de j9 en A , B , G ; d'où il résulterait que p est égal à un nom. 
bre, ce qui est absurde : donc p ne peut entrer dans la fonction ^, et on a 
simplement C=^ : (A, P)....(l) 

Gctte formule prouve déjà que , si deux angles d'un triangle sont égaux à 
deux angles d'un autre triangle , le troisième doit être égal au troisième; et, 
cela posé , il est facile de parvenir au théorème que nous avons en vue. 

Soit xl'abord ABC,/*. 109, uu triangle rectangle en A; du point A abaissez AD 
perpendiculaire sur l'hypoténuse. Les angles B etD du triangle ABD sont égaux 



(1) On a objecté contre cette démonstration que , si elle était appliquée, 
mot pour mot, aux triangles sphériques, il en résulterait que deux angles 
connus suffisent pour déterminer le troisième , ce qui n*a pas lieu dans ces 
sortes de triangles. La réponse est que, dans les triangles sphériques, il y a 
un élément de plus que dans les triangles plans , et cet élément est le rayon 
de la sphère dont on ne doit pas faire abstraction. Soit donc r le rayon , 
alors au lieu d'avoir G^<|> (A, B, p), on aura G=^ (A, B, p^ *■)> ou seule- 
ment G== <f I A, B, -I, en vertu de la loi des homogènes. Or, puisque le 
rapport t- est un nombre, ainsi que A, B, G, rien n'empêche que ^ne se trouve 
dans la fonction <?, et alors on n'en peut plus conclure G=4> (A, B). 
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9u^ angles B et A du tçîangle BAC ; donc , suivant ce qu'on vient de démon- 
trer , le troisième BAD est égal au troisièpae C. Par la même raison Tangle 
DAC=:B,donc BAD+DAC, ouBAC=B+C : or , l'angle BA,C est droit; donc 
ies deux angles aigus d'un triangle , pris ensemble , valent un angle droit. 

Soit ensuite BAC, /*. ;112, un triangle quelconque et BC un côté qui ne soit pas 
moindre que chacun des deux autres ; si de Tangle opposé A on abaisse la 
perpendiculaire AD sur BC, cette perpendiculaire tombera au-dedans du 
triangle ABC, et le partagera en deux triangles rectangles BAD, DAÇ j or, 
dans le triangle rectangle BAD , les deux angles BAD, ABD , valent ensemble 
un angle droit; dans le triangle rectangle DAC, les deux angles DAC, ACD, 
valent aussi un angle droit. Donc les quatre réunis, ou seulement les trois 
BAC, ABC, ACB, valent ensemble deux angles droits, donc dqns tout trian- 
gle la somme des trois angles est égale à deux angles droits. 

On voit par-là que ce théorème f considéré à priori , ne dépend point d'un 
enchaînement à,e propositions, et qu'il se déduit immédiatement du principe 
de l'homogénéité ; principe qui doit avoir lieu dans toute relation entre des 
quantités quelconques (1). Mais poursuivons, et faisons voir qu'on peut tirer 
de la même sourcç les autres théorèmes fondamentaux de la géométrie. 

Conservons les mêmes dénominations que ci-dessus , et appelons de plus m 
le côté opposé à l'angle A , et n le côté opposé à l'angle B. La quantité m doit 
être entièrement déterminée par les seules quantités A, B , p; donc m est une 

fonction de A, B, p, et -ren est une aussi, de sorte qu'on peut faire -=->|: 

(A, B, p). Mais -. est un nombre, ainsi que A et B; donc la fonction 4 ^^ 

4oit point contenir la ligne p, et on a simplement - = 4 î { -^> ^^ ) , o^ 

m=p 4 : ( A, B). On a donc semblablement n==p 4 • (^> ^)» 
Soit maintenant un autre triangle formé avec les mêmes angles A , B , C , 

(1) Comme la démonstration de cette proposition donnée dansla 9* éditioi^ 
est préférée par beaucoup de personnes à celle qu'on y a substituée depuis, 
on croit utile de la rappeler ici. 

Soit le triangle ABC, f. 276 ter, prolongez AB vers D et au point B élevez 
BE parallèle à AC , je dis : 

L'angle CB£=:angle ACB , interne^— alterne , 
L'angle EBD=angle CAB, interne — externe , 
£t l'angle ABC est égal à lui-même. 
Or , en vertu de la ll« proposition du l«' livre, les angles ABC+CBE-f-EBD =p 
deux angles droits; donc, etc. 

On a donné plusieurs autres démonstrations de cette XIX* proposition. 
Nous noterons ici celle qu'en a publiée dernièrement M. Gangler. 

Soit un triangle quelconque, ABC, f. 276 bis , du sommet C abaissez sur AB 
la perpendiculaire CD, et prenez le milieu £ du côté AC, la droite DE sera 
égale à AE=EC, pro. XXXI , liv. I. 

Cela posé , dans le triangle isoscèle DEC on aura 
• Angle ECD=angle EDC, 
Et de la même manière le triangle AED étant aussi isoscèle , on a. 

Angle E AD == angle EDA*) 
En répétant la même construction de l'autre côté , on trouve aussi : 
Angle DCF=angle CDF, 
Angle FBD = angle FDB ; 
Puis faisant la somme, on obtient ECD-f-EAD+DCF-KFBD=:EDC-|-EDA+ 
CDF -|- FDB = deux angles droits, comme étant formés auiv même côté d'un,e 
droite. 
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uue ligne qui joint deux sommets',' ou, plus gé- 
ùe d'une manière déterminée dans le polyèdre, 
iiatitucnt ce solide, sera une fonction des don- 

I iroîiime - doit être un nombre , !a fonction égale 

P 
aii^lâfi A, B, C, etc. j et on pourra supposer ar=p ^ : 

<!o solide est homogène à p^ ; ainsi, cette surface 

{ i, B, C, etc.); sa solidité est homogène àp', et 

. / ' n î ( A, B, C, etc.) , les fonctions désignées par 4 

vitîs.j un second solide aveclesmëmes angles A, B,C, etc., 

; ]^ uns appellerons les solides ainsi construits solides 

. ui l«L'iiequiétaitp4i:(A, B, C,^tc :), ou simplement p<^ 

i ;/ s j'-iiiâ lin autre; la surface qui était p'^ 4 dans l'un 

r^', tl LisLiu la solidité qui était p^ Tï dans l'un serap'' H 

1" diujfr l-'S solides semblables les côtés ou lignes homologues 

• ♦ L" înffri Hitrfaces sont comme les quarrés des côtés homolo' 

*ité§ suHi f. fiijne les cubes de ces mêmes côtés. 

1 ijK 7 u\;[t;:il nouent aisément au cercle. Soit c la circonférence 

.1 rrrclt; ^uiit le rayon est r; puisqu'il ne peut y avoir deux 

I. i:i*Us dn liiù^e rayon, les quantités -et 5 doivent être de» 

'•iulc$ i]û / t mais, comme ces quantités sont des nombres, 
i.îiit, n'kiilL'iLir dans leur expression la ligne r; ainsi on aura 

fi. et É t^ljul des nombres constants. Soit c' la circonférence- 
,c d'un tilt In' cercle dont le rayon^est r; on aura donc aussi 
-_ ^i*- Donc c : f:' : : r y r\ et s : 8* : : r^ : r'^ ; donc les circonfé- 

fcl^s sutdcuiaiur les rayons, et leurs surfaces comme les quarrés des 

fiiv\s vu. BcclciiL' iJLUit r soit le rayon et A l'angle au centre ; soit jp 

. Lcniiiiic le secteur , et, y la surface de ce même secteur. Puisque le 

* r^L cuLlûircmcut dùhii^miné lorsqu'on connaît r et A, il faut que s et 

-♦I dea fqucLïoîis dcli:rminécs de r et de A, donc - et —, sont aussi de 

r r'^ 

: les faiicLitiiis. Mah - t.bi un nombre , ainsi que — - ; donc ces quantités 

luivcnt ^ <iUuiir r, et elles sont simplement fonctions de A, de sorte 

i*oii%* ^^^^ ' ^" Soient ar' et y' l'arc et la surface d'un autre 

tif \ ^l le rayon r' ; nous appellerons ces deux secteurs 

^^ ^uiLii|^ue l'angle A est égal de part et d'autre , on aura 

^ A . ïljxits :;p' ::ri r',ety : y' r.r^: r'^; donc les ares semhla- 

,> Àvrfriff'.' semblables sont proportionnels aux rayons , 0fggtli^ 
^ tifitt proportionnels aux quarrés des rayons, 
*mi iu'<niurait, de la même manière, que les sp 
a ai} iLiiiiiJ iMyons. 
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auxquels soient opposés les côtés m\ n\ p\ respectivement. Puisque A. et B ne 
changent pas, on aura dans ce nouveau triangle m'=|)'4 C-^» ^) » ^* «'=p'4 • 
(B, A). Donc m irn* : : n : n* i : p : p\ Donc, dans les triangles équiangles , les. 
côtés opposés aux angles égaux sont proportionnels. 

De cette proposition générale on déduit comme cas particulier celle que 
]^ous avons supposée dans le texte , pour la démonstration de la proposition 
XX. En efifet, les triangles AFG, AML ont deux angles égaux, chacun à 
chacun , savoiç, Tangle A commun, et un angle droit. Donc ces triangles sont 
équiangles j donc on a la proportion AF : AL : : AG : AM , au moyen de la- 
quelle la prop. XX est pleinement démontrée. 

La proposition du quarré de l'hypoténuse est , comme on sait, une suite de 
celle des triangles équiangles. Voilà donc trois propositions fondamentales de 
la géométrie , celledes ^rçis angles d'un triangle , celle des triangles équian- 
gles , et celle du quarré de l'hypoténuse , qui se déduisent très-simpleinent et 
très-immédiatement de la considération des fonctions. On peut par la même 
voie démontrer très-succinctement les propositions concernant les figures 
semblables et les solides semblables. 

Soit ABCD un polygone quelconque ; ayant choisi un côté AB , comme base, 
formez autant de triangles ABC, A3D , etc. sur cette base, qu'il y a d'angles 
C, D, E, etc. au-dehors. Soit la base AB=:p; soient A et B les deux angles 
du triangle ABC adjacents au côté AB; soient A' et B' les deux angles du trian- 
gle ABD adjacents au même côté AB , et ainsi de suite. La figure ABGDE sera 
entièrement déterminée , si on connaît le côté p avec les (^ngles A , B , A' , B\ 
A", B", etc., et le nombre des données sera en tout 2/i — 3, n étant le nombre des. 
côtés du polygbne. Cela posé, un côté ou une ligne quelconques, menée 
comme on youdra dans le polygone , avec les seules données qui constituent oe. 

pplygone, sera une fonction de ces données; et comme -doit être unnom~ 

bre , on poii^rra supposer -=4 : (A, B, A', B'; etc.), ou x=zp 4 : (A, B, A', B% 

etc.), et la fonction 4 ne contiendra point jp. Si, avec les mêmes angles A, B, 

A' B' , etc. et un autre côté p*, on forme un second polygone , on aura pour 

la ligne x^ , correspondante ou homologue à x, la valeur a?'=p' 4 - (A, B, A\ 

B', etc.); ^onc x : x" i\ p ip*. On peut définir les figures ainsi construites, 

figures semblables; donc dans les figures semblables les lignes hqitiologues sonf 

proportionnelles. Ainsi, non-seuUment les côtés homologues, les diagonales 

homologues, mais les lignes terminées delà même manière dans les deux figures, 

sont entre elles comme deux autres lignes homologues quelconques. 

Appelçns S la syrface du premier polygone, cette surface est homogène au 

. S . 

quarré j>^ ; il faut donc que -5 soit un nombre qui ne contienne que les angles 

A, B, A', B', etc., de sprte qu'on aura S=p^^ : ( A, B , A', B', etc. ). Par la 
même raison, si S' est la surface du second polygone, on aura S'==p'3<|, . 
( A , B, A', B', etc. ). Donc S : S' : : p^ : p'^ ; donc les. surfaces des figures sem- 
blables sont entre elles comme les quarrés des côtés homologues. 

Venons maintenant q,u% polyèdres. On peut supposer qu'une face est déter- 
minée au moyen d'un côté connu p et de pli^sieurs angles A, B, C, etc. En- 
suite les sommets des angles solides, hors de cette base, seront déterminés 
chacun par le moyen de trois données , qu'on peut regarder comme autant 
d'angles; de sorte que la détermination entière du polyèdre dépend d'un côté 
f) , et de plusieurs angles A, B , C, etc., dont le nombre Tarie suivant la na- 
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tore du polyèdre. Cela posé, une ligne qui joint deux sommets^ ou, plus gé- 
néralement, toute ligne x menée d'une manière déterminée dans le polyèdre, 
avec les seules données qui constituent ce solide, sera une fonction des don- 
nées p, A, B, C, etc.; et comme - doit être un nombre , !a fonction égale 
à - ne contiendra q\^e les angles A, B, C, etc. j et on pourra supposer x=.p <^ : 

(A, B,C, etc.). La surface du solide est homogène à p^ ; ainsi, cette surface 
peut se représenter parjs^ 4 ( ^> ^> Cj etc.); sa solidité est homogène kp^^ et 
peut se représenter par p^ TT: (A, B, C, etc.), les fonctions désignées par 4 
çt n étant indépendantes de p. ^ 

Supposons qu'on construise un second solide ayec les mêmes angles A, B, C, etc., 
çtuncôtép', différent dep : nous appellerons les solides ainsi construits solides 
semblables; et, cela posé , ia ligne qui étaitp 41 : (A, B, C, ^tc :), ou simplement p <^ 
dans W solide sera p'* <f dans un autre; la surface qui était p'^ 4 dans Tun 
sera p'^ 4 dans l'autre, et enfin la solidité qui était p^ TI dans l'un sera p"*^ H 
dans l'autre. Donc, 1** dans les solides semblables les côtés ou lignes homologttes 
^ont proportionnels j- 2** leurs surfaces sont comme les qtiarrés des côtés homolo' 
^ues ; 3° leurs solidités sont comme les cubes de ces mêmes côtés. 

Les mêmes principes s'appliquent aisément au cercle. Soit c la circonférence 
et s la surface du cercle dont le rayon est r; puisqu'il ne peut y avoir deux 

cercles inégaux décrits du mêçie rayon , les quantités - et 5 doivent être de» 

fonctions déterminées de r ; mais , comme ces quantités sont des nombres , 
elles ne doivent point contenir dans leur expression la ligne r ; ainsi on aura 
c 5 

-=— «, et "5=6 , ftelQ étant des nombres constants. Soit c' la circonférence - 
r r'* • 

et s* la surface d'un autre cercle dont le rayon^est r; on aura donc aussi 
-,=«, et -,'3=C. Donc c : c' : : r j r\ et s : s" i : r^ ; r'3 j donc les circonfé- 
rences des cercles sont comme les rayons, et leurs surfaces comme les quarrés des 
rayons. 

Considérons un secteur dont r soit le rayon et A l'angle au centre ; soit a: 
l'arc qui termine le secteur , et y la surface de ce même secteur. Puisque le 
secteur est entièrement déterminé lorsqu'on connaît r et A , il faut que s et 

V soient des fonctions déterminées de r et de A , donc f et —, sont aussi de 

r r'-^ 

pareilles fonctions. Mais « est un nombre , ainsi que — - ; donc ces quantités 

ne doivent point contenir r, et elles sont simplement fonctions de A, de sorte 

qu'on aura =<}>: A,et-r=4 • ^" Soient a?' et y' l'arc et la surface d'un autre 
r r 

secteur dont l'angle est A et le rayon r' ; nous appellerons ces deux secteurs 

secteurs semblables; et puisque l'angle A est égal de part et d'autre , on aura 

/r' y' 

^=:<^> : A, et-;2=4 -A. Donco: ; a:' ;: r : r',ety : y' r.r^: r'^; donc les aras sembla- 
bles ou les arcs des secteurs semblables sont proportionîiels aux rayons , et les 
secteurs eux-mêmes sont proportionnels aux quarrés des rayons. 

Il est clair qu'on prouverait , de la même manière , que les sphères sont 
comme les cubes de leurs rayons. 
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On suppose, dans tout ce qui précède , que les surfaces se mesurent parle 
produit de deux lignes, et les solidités par le produit de trois; c'est ce qu'il 
est facile de déiçontrer aussi par voie d'analyse. Considérons un rectangle 
dont les dimensions sont i» et ^ , et sa surface qui est une fonction de j» et y , 
représentons-la par <p:{p,q). Si on considère un autre rectangle dont les 
dimensions sont p+p' eiq,il est clair que ce rectangle est composé de deux 
autres, l'un qui a pour dimensions i? et q, l'autre qui a pour dimensions p' e% 
q ; de sorte qu'tjn aur^ 

Soïtp'=p,onaura<î»(2|,,5f)=2<î,(p,ç). Soitp'=:2p,on aura <}> ( 3 p, 5^ ) 
= <1>(î>, «)■+•<? (2i>, 9)=3<î)(p,ç). Soitp'=3p, onaura<î>(4p, q)z=i<^ 
(P> î)-|-<î^(3/>, ç)=4<î)(p, q). Donc en général, si ft est un nombre entier 
quelconque, on aura <^ {k p, ç)=:ft <{> (p y ) ou <f (p, q\ <^(kp, q) ^ 

; =:■■ . n ré- 

p hp 

suite de là que ■ ^ ' ■ est une telle fonction de p, qu'elle ne change pas en 

mettant à la place de p un multiple quelconque kp. Donc cette fonction est 
indépendante de p, et ne doit renfermer que q. Mais par une raison sem- 
blable lL£iiJL,do.it être indépendante de q; donc tiflilne renferme mj> 
q p q 

ïii y , et ainsi cette quantité doit se réduire à une constante «. Donc on aura , 
f (i' ? )== * P g' ;.et comme rien n'empêche de prendre « = 1, on aura <j>(p, q)z=. 
p q i ainsi la surface du rectangle çst égale au produit de ses deux dimensions. 

On démontrerait, d'une manière absolument semblable, que la solidité d'un, 
parallélipipède rectangle dont les dimensionjs sont p, q, r/est égale au pro- 
duit p 9 rdç ses trois dimensions. 

Nous observerons, au reste , que la considération des fonctions , qui fournit 
ainsi une démonstration très-simple des ^propositions fondamentales de la 
Géométrie , a déjà été employée avec succès pour la démonstration des prin- 
cipes fondamentaux de la Mécanique. Voyez les Mémoires de Turin, tome II. 

Enfin. , quoique la théorie précédente soit établie sur les fondements les 
plus solides, nous ne devons p^s dissimuler qii^elleaété attaquée par M. Lesliç, 
célèbre professeur d'Edimbourg ^ da^s ses éléments de géométrie , 2"' et S"* 
éditions; mais sans entrer dans aucun détail à ce sujet, il nous suffira dédire 
que les o^ijections de M. Leslie ont été pleinement réfutées, d'abord par 
M. Playfair, son compatriote , dans r^û^imSoMr^r Review, Tome XX, et en- 
suite par M. Maurice, de l'Académie des sciences de Paris, dans la Bibliothè^ 
que universelle de Genève , Octobre 1819. On peut voir aussi la discussion de 
ces mêmes objections, dans l'Édition anglaise de nos éléments donnée par 
M. David Brewster , Edimbourg, 1822. 

BTOTE III. 

Sur V approximation de la proposition XFIy livre IF, 

Dès qu'on a trouvé un rayon excédant et un déficient qui s'accordent dans 
les premiers chiffres, on peut achever le calcul d'une manière très-proroptç. 
par le moyen d'une formule algébrique. 
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Soit a le rayon déficient et b Texcédant, dont la difi'érénce est petite; soient 
a* et 5* les rayons suivants qui 8* en déduisent par les formules V = \/^ab, 

a'=^/( a..JLlt_ I Ce que Ton cherche, c'est le dernier terme de la suite 

a, a\ a^\ etc. , qui est en même temps celui de la suite b, b\ ft", etc. Ap- 
pelons ce dernier terme or, et soit i = a(l -[-<<>); on pourra supposer x^=za 
(1-|-P^-|-Q«2^etc.), P et Q étant des coefficients indéterminés. Or les 
valeurs de 6* et a* donnent 

a' = a(l+i«2_^.3 + etc.). 
Et si on fait pareillement 6* = a' ( 1 + »' ) , on aura 

Mais la valeur de x doit être la même, soit que la suite a , a\ a'\ etc. com- 
mence par a ou par a' ; donc on aura 

a(l + P« + Q«3 + ctc. )=«'(! + JP«-* + 0« ^+ etc.). 
Substituant dans cette équation les valeurs de a^ et de « en a et «*, et compa- 
rant les termes semblables, on en déduira P = ^ , et Q=: — -L ; donc 

Si les rayons a et 5 s^accordent dans la première moitié de leurs chiffres , on 
pourra rejeter le terme 4.^, et la valeur précédente se réduira à i;= q (1 -|- i *) 

i — a 
= a+ — ; .: Ainsi, en faisant o= 1,1282657, et 4 = 1,128^6063, on en dé- 

o 

duîra immédiatement jr= 1,1283792. 

Si les rayons a et 6 ne s'accordent que dans le premier tiers de leurs chiffres, 
il faudra prendre les trois termes de la formule précédente ; ainsi en faisant 
a = l, 1265639 et 6=1,1320149, on trouvera x= 1,1283791. 

Ou pourrait supposer qiie a et i sbnt encore moins prèsTun de l'autre; mais 
alors il faudrait calculer la valeur de x avec un plus grand nombre de termes. 

L'approximation de la prop. XIV, qui est de Jacques Gregory , est suscep- 
tible de semblables abrégés. Nous renvoyons à l'ouvrage de cet auteur, inti- 
tulé : Vera circuit et hyperbolœ qtiadratura, ouvrage d'un grand mérite ï)our le 
temps où il a paru. 

NOTE IV. 

Oîi l'on démontre que le rapport de la circonférence au 
diamètre et son quarréy sont des nombres irrationnels. 

Considérons la suite infinie 

g^ 1 a^ 1 a' 

"^ z '^ 2'3. z+l'^ Î2T3 • z,s+l.z + 2'^ ^*^* 

1 a** 

dont le terme général est — _ et supposons 

1.2. 3...» z.Z'{'l ^-f-2....(s-[-«— 1) " 

que <p : z en représente la somme. Si on met z + 1 à la place de ^s , <f : (s-{- 1) 
sera pareillement la somme de la suite 

, , o 1 a3 ,1 «5 

^ z+l ^2 s-t-l.* + 2^2 .3 z + ï.z + 2.z^Z^ ' 
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Ketranchons ces deux suites , terme k terme , Tune de l'autre et nous aurons 
<^ : z — <1>:('34*^) P^"^ ^^ somme du reste qui sera 
a «3 1 «3 ai 

.-^_- _L ■ 4 — 4- etc. 

s.z + i^ JS,z-^l.z-{-2^ 2 z.z-{-l.Z'\'2 . z-^d^ 

Mais ce reste peut être mis sous la forme 

a ,, . a 1 «^ . 

et alors il se réduit à — -^^ : {z+2). Donc on aura généralement 

Divisons cette équation par <;> : (iJ + 1 ), et, pour simpliûer le résultat , soit 4 : 

c une nouvelle fonction de z , telle que 4 : z =-?. ^\^-r ) . alors on 

z ^:{z) 

a ,• j à> : z ^♦(^ + i)4-(-2f + l) 
pourra mettre au heu de — I , et J; — ! — ^ r \ -r / 3^ 

^ z-i'.z <p:(^ + l) « 

lieudeîJ-tf-i— i' La substitution faite, oii aura 

4 • ^ =- 



Mais en mettant successivement dans cette équation z + 1, z +2, etc. , à la 
place de ;s , il en résultera 

4.(24.1) 2 -, 

4 : ( ^ + 2)=:- -; etc. 

Donc la yaleur de 4 : ^ peut s'exprimer par la traction continue : 



a 






i?-f2-|-etc. 
Réciproquement cette fraction continue, prolongée à l'infini, a pour somme 

4 • js ou son égale ?.ÎJ_v'I!L_'' ; et cette somme, développée en suites ordi- 

^ * ' ^ z <P ' Z 

naires, est 

I I _J- L JL. h etc. 

^j . ^ . i, 2! +etc. 

Soit maintenant ^ = 2 , la fraction continue deviendra 

2d , 

4a, 

14.- — ^ a 

* T^ 3 4.., 

^ 6 + etc. 

dans laquelle les numérateurs, excepté le premier, sont tous égaux à 4 a, et 
les dénominateurs forment la suite des nombres impairs 1, 3, 5, 7, etc. La 
valeur de cette fraction continue peut donc aussi s'exprime par 
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2T3"^2.3.4.6 +2.3. .7 



2 a. 



4 a 16 a3 64 a' , , 

1 j I L + etc. 

*^ 2^2.3.4 ^ 2.3... 6 

ittals ces suites se rapportent à des formules conbu^es , et on çait qu^en repré<- 
sentant par e le nombre dont le logarithme hyperbolique est 1 , Texpression 
précédente se réduit à 

— — . i/^a; de sorte qu'on aura en général 

1- — -. 2|/a=:~- 4a * 

^2l/a -2ka •^ 1 +-3- .il 

^ ^ + Ô +etc 

De là résultent deux formules principales selon que a est positif ou négatif. 
Soit d'abord 4 az=a:^, on aura 

3 



JB I X 1 -|- 



Soit ensuite 4 a= — x^, et en vertu de la formule connue 
== {/^ — 1 . tang. X, on 



i — 
3 — 



tang. jr = l ;p a^ ^^ 

" *-- etc. 



Celle-ci est la formule qui servira de base à notre démonstration. Mais il fauij 
avant tout, démontrer les deux lemmes suivants. 

Leume Ï. Soit une fradion continue prolongée à l'infini, 
. ^' 

** H «i" 

»' +— 

n"+eld. 

dans laquelle tous les memlfes m, n, m\ û', sont des entiers positifs ounégatifsi 

m m' ta'* 
«i on suppose que les fractions composantes — ,-;— j—r;-» etc. soient toutes plus 

I n n n 

petites que l'unité , je dis que la valeur totale de la fraction continue sera néoes* 
sairemeni un nombre irrationel, 

'D'abord, je disque cette valeur sera plus petite que Tunîté/En effet , sans dimi- 
nuer la généralité de la fraction continue , on peut supposer tous les dénomi- 
nateursn,»', »", ctc.positifs ; or, si on prend un seul terme de la suite proposée, 

on aura, par hypothèse , — < î. Si on prend les deux premiers ^ à cause de 
n 



m . m . . 

-^' < 1 , il est clair que n-\ p est plus grand que n — 1 : mais ni est plut 



m 

27. 



ÎIO ROTE IV. 

petit que n; et, puûqu^ils soût Vun et l'autre des entiers, m sera aussi plus 

1»* 
petit que n H • Donc la valeur qui résulte des deux termes 

est plus petite que l'unité. Calculons trois termes de la fi^ction continue pt^ 
posée; et d'abord, suivant ce qu'on vient de voir , la valeur de la partie 

m» 

sera plus petite que l'unité. Appelons cette valeur «*, et il est clair que^- — ; — - 

sera encore plus petite que l'unité : donc la valeur qui résulte des trois termes 

m 

^+— «" 
»'» 
est plus petite que l'unité. Continuant le même raisonnement,' on verra que 5 
quel que soit le nombre de termes qu'on calcule de la fraction continue pro- 
posée , la valeur qui en résulte est plus petite que l'unité ; donc la valeur to- 
tale de cette fraction prolongée à l'infini , est aussi plus petite que l'unité. 
Elle ne pourrait être égale à l'unité que dans le seul cas où la fraction proposée 
serait de la forme 



w + 1- 



m' + l 



m" -f- 1 i-A. etc. 
dans iott\ auti*e cas elle sera plus petite. 

Cela posé , si on nie que la valeur de la fraction continue proposée soit 
égale à un nombre irrationel , supposons qu'elle est égale à un nombre ra- 

B 
tioncl , et soit ce nombre -*» ,B et A étant des entiers quelconques; on 

aura donc 

B m , 

-— ■= nf 

n'-l 

^ »" + etc. 

Soient C, D, E, etc. , des indéterminées telles qu'on ait 

C m' 
____ -_. ^ï 

D n' -{ ^"» 

»"-! 

^ »<"' + etc. 

D «" 

•«"» 

t. n -] ^iT 

n"'-4 

»»▼ + etc. 

et ainsi à l'infini. Ces différentes fractions continues ayant tous leurs terme» 
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B C D E 
pluspetitsque lunîté^leurs valeurs ou sommes ~' -r-' -jr* -jr' ^^' > seront 

plus petites que Tunité, suivant ce qui vient d'être démontré , et ainsi on aura 
B <: A, C < B, D < C, etc. ; d'où Ton voit que là suite A, B, C, D, E, etc. , est 
décroissante à TinQni. Mais Tenchaînement des fractions continues dont i^ 

s'agit donne 

"R m " 

— = C; d'où résulte C=mA— nB,, 

A «H 

^ B 

—^ -5L-D; d'où résulte D=m'B— »' C^ 
B n>+^ 

— = -^Î^E; d'où résulte E=)»"C— »"D, 
C ^^^ 

etc. «le» 

Et puisque les deux premiers nombres A et B sont entiers par hypothèse , il 
s'ensuit que tous les autres C, D, E, etc. , qui jusqu'à ce moment étoient indé^ 
terminés , sont aussi des nombres entiers. Or, il implique contradiction qu'une 
suite infinie A, B, C, D, E, etc., soit à-la-fois décroissante et composée de 
nombres entiers ; car d'ailleurs aucun des nombres A, B, C, D, E, etc., ne 
peut, être zéro, puisque la fraction continue proposée s'étend à l'infini, et 

B C D . • » 

qu*ainsiles sommes représentées par— j — > — » etc. , doivent toujours être 

quelque chose. Donc l'hypothèse, que la somme de la fraction continue pro- 

* B 
posée est égale à une quantité rationelle --» ne saurait subsister; donc 

A 
cette somme est nécessairement un nombre irrationel. 

Lem» II. Les marnes choses étant - posées^ si les fraetions composantes 

, — » , >&\c,sontdiuM grandeur quelconque au commencement de la suite f 

mais qn après, U(i certain intervalle , elles soient constamment pljts petites que 
l'unité,- je dis 'que la fracHon continue proposée , en supposant toujours quelle 
s'étende à l'infini, aura ua,f valeur irrationelle. 

^»' . w'" W'' «!▼ 

Car, si à compter de — jpar exemple, toutes lesfracUons — ;;■ » — >-— » etc. 

à l'infini, sont plus petites que l'unité, alors, suivant le lemme I , la fraction 
qpntinue 

m 

' W»v t 

aura une valejr irrationellc. Appelons cette valeur «, et la fraction continue 
proposée deviendra 

m 
— m „ 

Mais si on fait successivement 
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il ^st clair que , «* étant irrationelte , toutes les quantités », J\ »'*, doivent 
rétre pareillement. Or, la dernière a»'" est égale à la fraction continue pro^ 
posée ; donc la valeur de celle-ci est irrationnelle. 

Nous Douvons maintenant, po^r revenir à notre sujet, démontrer cette pro^ 
position générale. 

THllOUÊHE. 

Si un arc est ocpimensurabîe avec Je rayon, sa tangente sera incom- 
mensurahle avec le même rayon, 

£n effet, «oit |e rayon =r. 1 , et Tarc^r = — , m et n étant des nonces 

n 
cf^tiers , la formule trouvée ci-dessus donnera , en faisant la substitution , 

w m ,, 
*ang. --= -- m-» 

n n -^-- - m^ 

3/j — . ~- w3 

6» — *7^- - 

7»— etc. 

0|* cette fraction continue ect dans le cas du lemme II ; car il est clair que lc& 
dénominateurs 3 n, 5 n, 7 », etc. augmentant, continuellement, tandis que le 
numérateur m^ reste de la même grandeur, -les fractions composantes seront 

fn 
ou deviendront bientôt pli]js.j)etites que Tunité, donc la valeur de tang. est 

irrationelle ; donc, si l'arc est commensurahle ai>ec le rayon,, sa tangente sera 
incommensurable , 

De là résulte^ comme conséquence très-immédiate, la proposition qui fait 
Tobjet de cette note. Soit te la demi-circonférence dont le rayon est 1 ; si «■ 

était rationel, Tare ^ léserait aussi, et par conséquent sa tangente devrait 

être irrationelle : mais on sait^ au contraire, que la tangente de Tare T est 

égale au tdtjon 1 \ donc sr ne peut être rationel. Donc le rapport de la cireon-^ 
férence au diamètre, est un nombre irrationel (1). 

11 est probable que le nombre vr n^est pas même compris dans les irratio-» 
nelles algébriques, c'est-a-dire, qu*il ne peut être la racine d'une équation 
algébrique d'un nombre fini de termes dont les coêfHcients sont rationels : 
mais il parait très-difficile de démontrer rigoureusement celte proposition ; 
nous pouvons seulement faire voir que le quarré de irest un nombre irrationel^ 
£n effet, si dan» la fraction continue qui es.pnme tapg. x , 09 fait 4: = ?r ,, à 
cause de tang. îr=0, on doit avoir 

9 — etc. 

m 
Mais si ir^ était rationel, et qu'on eût w^ -_. — , m tin étant dea 

n 

entiers , il en résulterait 



0= -— m 

hn m 

1 r- m 

9n 

11 — etc. 



(1) Cette proposition a été démontrée pour la première fois par Lambert , 
dans les Mémoires de Berlin, année 17^1. 
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Or, il est visible que cette fraction continue est encore dahs le cas du lemraell, 
sa valeur est donc irrationelie, et ne saurait être égale au nombre 3. Donc h 
^uarré du rapport de la circonférence au diamètre, est un nombre irrationel. 

IVOTET, 

Chi Ion donne la solution analytique de divers problèmes 
concernant le triangle, le quadrilatère inscrit y le parallélipi- 
péde et la pyramide triangulaire. 

MOBlÊlIffi PREHIEK. 

Étant donnés les trois côtés d'un triangle, trouver sa surface, le rayon 
du cercle inscrit et le rayon du cercle circonscrit, f. 126 . 

Soient les côtésBG = a, AC=6, AB=:e; si dû sommet A on abaisse la per^ 

— a — a ——2 
pendiculaire AD sur le côté opposé BC, on aura (12.3) AG = AB + BC — 

5SBCXBD; donc 5D=^-X^— H- . Cette valeur donne AB—BD ou AD 
2a 

4a2c2--(a3+c3 — ô«)^ 



.? 



=«--("-^^^r=- 



2 a 
Soit S Taire du triangle, on aura S= 1 BC X AD ; donc 

3 = ip/'[4«3c3_(a3 +c3-.i2) 2 ]— 1 y(2a^ b^+2a^c^+2h^c^—a*'^b*—c*} 
Cette formule peut encore se réduire à une autre forme plus commode pour 
le calcul logarithmique; pour cela il faut observer que. la quantité 4a 3^2 — 
(a^ + cj^b^)^ est le produit des deui^ facteurs 2 ac 4- («^ +0^— ô3)et 2 ac-^ 
^a3-|lca— .Éa).iepremier=(a + c)3--6a=(a + c4-6){a+c— 6);lesccond 
:;=62 — ^a — c)2=(6-|-a — c) (6 — a-\- c); donc on aura 

S=JLyHa + b + c){a + b^c){a+c-b){b + c^a), 

Enfin si on fait ■—' — =|), ce qui donne a '■\-h-\'Cz=2pja'{'h-^c=2p — 2c, 

a-^c — h-=z:.2p — 2h, fi + c — a-=.2p — 2 a, on aura encore plus simplement 

S=l/(p.p — a^. p — h . p — c). 
D'où l'on voit que pour avoir la surface d'un triangle dont les trois côlés sont 
donnes, il faut prendre la demi -somme des trois côtés, de cette demi-somme 
^retrancher successivepie'nt chacun des côtés, ce qui donnera trois restes, mul- 
tiplier ces trois restes entre eux et par la demi-somme des côtés, et enfin ex- 
traire la racine quarrée du produit : cette racine sera l'aire du triangle. • 

Soient maintenant z le rayon du cercle circonscrit au triangle, et u le rayon 
du cercle inscrit dans ce même triangle, on aura suivant la prop. xxxii, liv. ni, 

"Tohc 2S S 

^z=i< et u =: ■ - ' r ' . " == « ; donc en substituant la valeur trouvée de S, 

S a -f- o -|- c P ' 



il viendra 



k(pi>— «.p— *.JP— c) 



_^/(£z:i.£z±lz:l). 



z 
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raOBLÊME II. 

Étant dmnés hs quatre côtés dun quadrilatère inscrit, trouver le 
ruyvn^du cercle , la surface du quadrilatère et ses angles f 135 
connue"* Ïc^'' m"''' AB=.«, BC=^ CD=c, DA=rf, et les diagonales in- 

^'^5 -== "T"; — , d'où To n lire 

y" \ «*+crf y" V \ — Td^n ) 

Mais, suivant le problème précédent, le. rayon du cercle circonscrit au 
triangle ABC, dont les côtés sont a, h, s, peut s'exprimer par la formule 

^ ~ y [4a2A9_ (^3 + i53_ ^ayii- Substituant au, lieu de a: la valeur qu'on 
vient de trouver et décomposant le résultat en facteurs, on aura 
^^■/ r (^o±hd) {ad\hc){^ah^cd) 1 

Cela posé, Taire (}u triangle ABC.,= liL^, celle du triangle ADC = < ^^ - 

donc Faire 4u quadrilatère ABCD=: 1 . ^?^t.^!^^ "^^ 

= { l/[ (a+*+c— rf) (a+/î+<^c) (a+e+dl-fi) (fi+c+<^û) ]. 
Et si on fait, pour abréger, p= ^ ( « + * + c +«0, on aura l'aire ABCD^l/ 
(p — a.p— ^ . |)— c. |> — (i). Enfin pour avoir l'un des 

angles, par exemple, l'angle B, on observera que le triangle ABC donne 

a2^53__^2 
cosB= — ; substituant la valeur de x et ré^uis^nt , on aura cos B = 

' . ^ ■ . De là on tire ;— , ou tang.a JL B = > —Ll ^ ^r_J '.. ~ 

2ab-\-2cd 14-cosB ^ <a (a-{^b)^^{c—d)^ 

(a+*4.e~rf)(a+A+c^c)- ^^^^ tang. ^B = |/^^_^ ^^_^ J. 

PROBLÊD^E III. 

l^aws le, quadrilatère ABDC (/ow# /es angles opposés B et C sont droits^ 
étant domiés les deux angles AB, AC avec V angle compris BAC , trou- 
ver les deux autres cotés et la diagonale AD , f. 277. 

Soit AC = 6, AB = c, et l'angle B\C = A; si Ton prolonge ^P^t AC jus- 
qu'à leur rencontre çnE, le triangle BAE rectangle en B, où l'on connaît 

l'angle BAE et le côté AÔ, donnera AE = ; donc CE = b. En- 

cos A " cos A 

suite le triangle DCE rectangle en C , où l'on connaît le côté CE et l'angle 

CDE = A, donnera CD = CE cot A = ^"~. . On aura donc scmblablc- 

sin A 
b — c cos A 

çient BD = : — . Ce sont les valcursdesdeux côtés chercbés du qua- 

sm A ^ ' 

4rilalère. 

De là résulte la diagonale AD = l/'(ÂG^+ DC ) = 
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K i *' + ( »inA > ; = HÏÂ ■ • »*»" P" '« 

triangle BAC on aurait BC ='|/(ft2 -j. c^ — 2ic cosA). Donc la diagonale 
AD, qui joint les deux angles obliques^ est à la diagonale BCqui joint les deux 
Singles droits :: 1 : sin A. 

Scholie. La diagonale AD est en même temps le diamètre du cercle dans le 
quel le quadrilatère ABDG serait inscrit. 

_ Dans ce cercle on aurait l'angle ABC=ADC , donc en abaissant CF perpen- 
diculaire sur ABjles triangles BFC, ADC sont senrblables et donnent AD :^C:: 
AC : FC :: 1 : sin À 5 Ce (Jdî s'accorde avecle résultat précédent. 

PROBLÈME IV. 

Etant données les trois arêtes d'un parallélipipède atec les angles 
^u! elles font entre elles, trouver la solidité du parallélipipède, f. 278. 

Soient les arêtes S A = /*, SB = ^ , SC = fc , et les angles compris ASB = y , 
ASC =f , BSG =: fl». Si du point C on abaisse CO perpendiculaire sur le plan 
ASB, le triangle rectangle CSO donnera CO = CS sin CSO = h sin SCO. ^ 
D'ailleurs la surface du parallélogramme A.SbP= fg sin y. Donc si on appelle 
S la solidité du parallélipipède ST, on aura Szzzfyh sin tt sin CSO. W reste à 
trouver sin CSO. 

Pour cela du point S comme centre et d'un rayon = 1 , décrivez une sur- 
face sphérique qui rencontre en D , E , î* , G , les droites SA, SB , SC, SO ; vous 
aurez un triangle DEF dans lequel l'arc FG est perpendiculaire sur ED, puis- 
que le plan CSO est perpendiculaire siiSr ASB. Or le triangle DÊF, où Tonales 

trois côtés DE = ^ , DF = C, EF = «, donne cos E= ^,2LL=L^211^2!2 , 

, sin u sin y 

, . _ K (1 — cos^ « — cos^ C — cos^ -y 4- 2 cos « cos C cos y ) 

et sin E = - — î' : ^-—ï i-i- • 

sin a sin y 

Ensuite le triangle rectangle EFG donne sin GF ou sin CSO = sin E sin EF = 
sin « sin E. Donc S = fgh sin « sin y sin E, ou 

S = fgh \/^{ 1 — cos^ « — cos^ C — «îos^ y + 2'cos « cos C cos > ). 
Dans cette expression la quantité sous le radical est le produit des deux fac- 
teurs sin * sin y — cos f -|- cos <« cos y et sin <« siii^^ — cos C -(- co*s * cos > . Le 

premier ="cos C — cos ( « + > )= 2 sin . ~ sin ^ ,1c second 

2 A 

= cos (* — y) — COS C=2 sin ^ sin — It-^ . Donc la solidité 

tl,erchécS=2/l,/.p/ V ^^'^,,^t^,i^'±fl,i^î±^~\ _ 

PÎtOBLÊSE V. 

Les mêmes choses étant données que dans le problème précédent , 
trouver V expression de la diagonale qui joint deux sommets oppo- 
sés, ^.n^. 

Soit la diagonale de là base SP = is et la diagonale cherchée ST = u; le 
triangle ASP dans lequel cos SAP = — cos >, donnera z^=f'^-\-g^ +2/^ cos 
> ; pareillement le triangle TSP dans lequel cos TPS= — cos CSP, donnera 
i/'2=;s3-f-/i-+2/ij5 cos CSPî II ne s'agit plus que d'avoir le cosinus de l'angle 
CSP ou de l'arc FH : or dans le triangle sphérique EFH, on a cos FH=cosEF 
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C08 EH + sin EF* sin EH cos E ; substilaant les valears EF= « et cos Èr=z 

cos C — cos u cos y , , siu EH 

: ;; , il viendra cos FH=cos et cos EH + — : jfcos C — cos u 

sm tf sra > * sin y ^ 

sin EH cos C sin (> — EH), cos « sin EH cos Q -j- sin DH cos«i 

cos > ) = : H : = : ' 

sijxy sin y smy 

Donc 2h zCo^ FH, ou 2 hz cos CSP =z2h cos C ; -|- 2 ^ cos u-, 

sin y 

«sinDH _.. j , ^. , -,êT> i»D SPsinSSP _^ SP sin BPS 

w- . Mais dans le triangle BSP on a BP= — ._ _ etBSr=.^i— : — —— . 

sin 7. sm SBP sin SBP ' 

z sin EH ^ z sin DH -^ ^ ^«.. « /.» 

ce qm donne — —. =Aet : • = o. Donc 2 Ai? cos CSP=2/n cosC 

^ sin 7. sm 7/ 

-|- 2(jrA cos«. Donc enfin le quarré de la diagonale cherchée : 

«a = /"-» + g^ +h^ + 2fg cos > + 2/*A cos C + 2</fc cos «. 
CoroUaire, L'angle solide A est formé par les arêtes f, g, h, faisant entré 
elles deux à deux les angles 200o^-^-, 200» — C, « ; ainsi il suffit de changer les 
signes de cos y et cos C dans Texpression de SE pour avoir celle de AM. Fai-» 
sant de même pour les deux autres diagonales, on aura les valeurs de leurs 
quarrés comme il suit : 

ST^= fi + g^ +h^ + 2fg cosy +2 fh cos C + 2 ^rfe cos « 
Â^=:P + 5f3 + ?i2 ~— 2 fg cos > — 2 fh cos C + 2 gh cos « 
BN^= P +g^ -\r-h'i — 2fgcosy + 2 fh cos C — 2 ^fc cos » 
CP^=/^ + flr^ + h^+^2fg_cosy-^2fh cos C — 2 fiffe cos « 
De là on tire~ST^+ AM +6N^+"cp''= 4 p + 4 gf^ + 4 /iS^ 
l)onc, rfa/w tout paralldlepipède, la somme des quarrés des quatre diagonales esî 
égale à la somme des quarrés des douze arêtes. Ce théorème remarquable et 
analogue à celui qui a lieu dans le parallélogramme (14. 3. cor.) , pourrait se dé-» 
duire immédiatement de ce dernier. Car au moyen des parallélogramme» 

SCTP, ABMN, on a ^ ^ 

ST^+ cl =2SC +2SFf 
AM + B N = 2 B~M + 2Tb^ 

• .3 — — T 

Ajoutant ces deux équations et observant qu'on a SC :^ BM et SP + AB =3 
2 SÂV2~SB^ il viendra'sr'^+'ÂM +1SV"CP^ = 4SÂ%4~SB^ +4Sg'* 

PROBLÈME VI. 

Étant données les trois arêtes qui aboutissent à un même sommet 
d*une pyramide triangulaire , elles trois angles que ces arêtes forment 
entre elles, trouver la solidité de la pyramide, f. 278. 

Soit SABC la pyramide triangulaire proposée, dans laquelle on connaît les 
arêtes SA = /; SB=:^, SC=7i,etles angles Compris A SB=7., ASC=e, ASC=«. Si 
sur les arêtes SA, SB, SC, données de grandeui* et de position, on décrit le pa- 
rallélipipède ST, la pyramide qui est le tiers du prisme triangulaire BSANMG 
sera le sixième du parallélipipède ST. Donc en appelant? la solidité de l» 
pyramide, on aura, d'après le probl. iv^ 
P=i fghy^{ 1 — cos2 <« — cos3 C— cos2^ + 2 cos « cos € cos > )i ouP=» 

i fgh V[ sin — sin sin^-I^I sm — -. ] 
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riOBLÊHS TIL 

Étant donnée les six côtés ou arêtes d'une pyramide triangulaire, 
trouver sa solidité, f. 278. 

Si Ton conserve ies mêmes dénominations que dans le problème précé- 
dent, et qu'on fasse de plus B €=/'*, CA.=^*, BA=:fc' on aura cos y^sz 
f2^g2^k^a f2^h^^g^2 g2^h^_^f>a 

i — -1-2 ,, co« C_-.i_L- i— ,co8«c=i-J- 1 Substituant «es va- 

' 2fg - 2fh %g% 

leurs dans la formule trouvée, et faisant pour abréger 

on aura la solidité demandée 

P=:-î'5P^4/'a ^3 h^^p F^^g^ G^ — h^ H^ + FGH). 

Dans rap{)licatio<i de ces^Tormules on observera que/^, g\ /i\ «désignent les 
câtés d^une même face ou base, et f, g, h, les trois autres arêtes, qui aboutis- 
sent au sommet, leur disposition étant telle que fesi opposée k f, g h g* et h 
kh'. 

Scholie, Soit A la somme des quatre triangles qui composent la surface de 
la pyramide, soit r le rayon de la sphère inscrite; il est aisé de voir qu'on a 
P=A X \r ; car on peut concevoir la pyramide décomposée en quatre autres^ 
qui auraient pour sommet commun le centre de la sphère, et pour bases, les 
différentes faces de la pyramide. On a donc le rayon de la sphère inscrite 
3P 

PaOBLÊHE TIII. 

Les mêmes choses étant données que (iansîe problème VI, trouver le 
rayon delà sphère circonscrite à lapyramide, f. 279. 

Soit M le centre du cercle circonscrit au triangle SAB, MO la perpendicu- 
laire menée par le point M sur le plan SAB ; soit pareillement N le centre du 
cercle circonscrit au triangle SAC, NO la perpendiculaire élevée par le point 
N sur le plan SAC. Ces deux perpendiculaires situées dans ua même plan MON 
perpendiculaire à SA, se rencontreront en un point qui sera le centre de 
la sphère circonscrite ; car le point 0, comme appartenant à lil perpendiculaire 
MO, est à égale distance des trois points S, B, A ; et ce même point comme 
appartenant à la perpendiculaire NO, est à égale distance des trois points 
S, A, G; donc il est à égale distance des quatre points S, A, B, G. 

On peut imaginer que le point M est déterminé dans le plan SAB , au 
moyen du quadrilatère SDMH, dont les deux angles D et H sont droits, et où 
Ton a Sl)=:^f, SH=g(f, et ASB=7/. Donc on aura (d'après le problème m), 

DM=MlJ^^^; semblablemcnt on aura DN=i^-^i2ii. 
sm y sin C 

Appelons D Tangle MDN qui mesure rinclinaisoa des deux plans SAB, SAC ; 

dans le triangle sphéi'ique dont «, C, y, sont les côtés, D sera Tangle opposé 

. . , ^ cos «" — cos>cosC - „• ï 

au coté tf , et ainsi on aura cos D= . : > — , de sorte que 1 angle 

sin y sin C 

D peut être supposé connu. 

Cela posé, dans le quadrilatère OMDN dont, les deux angles M et N sont 

27. 
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droits , et où Ton connaît les deux côtés MD, DN et Tangle compris MDN=J), 
on aura par le problème m, le quarré de la diagonale 

ÔB ^=: DM*-i- DNJ- 2DM X DN cos D 
■^"^^ sina D 

Ensuite dans le triangle OSD rectangle en D, on aura SO = OD -|- SB : c'est; 
la valeur du quarré du rayon de la sphère circonscrite. 

Si on fait la substitution de^ valeurs de DM^ DN et ensuite celle des valeurs 
de cos D et de sin D, a6n d'avoir immédiatement Tcxpression du rayon SO , 
par le moyen des données du problème vi, on trouvera pour résultat : 

d^ sin^ «+^38in3C+A2 ^\j^^ y — 2fg (cos> — cosC cos«H 

CQ^^ T. 1/ J ' — 2/'/t(cosC — cos<ie cosy) — 2gh (cosae — cos^cosC )^ 

) I — cos^tf — cos^C — cos^ y +2 cos « cosC éos y \ 

NOTE VI. 

Sur la plus courte distance de deux droites non situées dans 
le même plan. 

Soient AB, CD, deux droites données,^non situées dans le même plan, dont 
il s'agit de trouver la plus courte distance, f. 280. 

Suivant BA faites passer deux plans perpendiculaires entre eux qui rencon- 
trent CD l'un en C , l'autre en D ; des points C et D abaissez CA et DB - per- 
pendiculaires sur AB ; dans le plan ABD menez I)E parallèle et AE perpendi- 
culaire àBA, ce qui formera le rectangle ABDE ; dans le plan GAE joignez CE 
et menez AI perpendiculaire à CE ; enfin dans le plan CDE menez IK paral-^ 
lèle à DE jusqu'à la rencontre de CD en K, faites ALi=lK et joignez KL; je 
dis r que la droite KL est perpendiculaire à la fois aux deux droites données 
AB, CD ; 2* que cette même droite KL est plus courte que toute autre qui 
joindrait deux points des lignes BA, CD, et qu'ainsi KL, ou son égale Al^ est 
la plus courte distance demandée. 

En effet, l' les trois droites AB, AC, AE étant par construction perpendicu- 
laires entre elles, l'une d'elles AB est perpendiculaire au plan des deux autres; 
donc AB est perpendiculaire à AI ; d'ailleurs Kl est parallèle à DE , et DE à 
AB, donc Kl est parallèle à AB, et puisqu'on a fait AL=K1, il s'ensuit que la 
figure AIKL est un rectangle. Cela posé, l'angle AIK est droit ainsi que AIC^ 
donc la droite AI est perpendiculaire au plan KIC ou CDE; donc sa parallèle 
KL est perpendiculaire au même plan CDE, et par conséquent est pcrpendi- 
culairie à CD. Donc, 1" la droite KL est perpendiculaire à-la-fois aux deux 
droites AB, CD. 

2** Soit M un point quelconque de la droite CD ; si par ce point on mène 
MN parallèle fi DE ou à AB, la distance du point Ma la droite AB sera égale 
à AN, puisque l'angle BAN est droit. Or on a AN> AI;4onc AI est la plus 
courte distance des lignes données AB, CD. 

Soient les perpendiculaires CA=a, et DB=:AE=:5, on. aura CE=|X(aa+*^)? 
et parce que l'aire du triangle ACE s'exprime également par 3 ACxAE et par 

3 CEX AI, on aura AI= ^ — - — ^ — C'est l'expression delà plus 

CE !/(«'+*) 

courte distance des lignes données. 
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Si en même temps on fait la distance AB=c, et qu'on appelle A Tangle çom* 
pris entre les deux lignes données, c'est-à-dire Tangle CDE, compris entre la 
ligne CD et une parallèle DE à la ligne AE, le triangle CDE recUngle en E 

donnera cos CDE = _- , ou cos A=r^-- / ---.; car on a "CD^ = 

^ ^ r/ ( «3 + 6^ -|- c^ ) 

CË%"ED=a3.f.i3+ca. De là on tirerait auss?sin A== l^i^'' + ^'') 

et cot A- 



NOTE VU. 

Sur les polyèdres symétriques. 

C'est pour plus de simplicité que nous avons supposé dans la déf. ,16, liv. VI 
que le plan auquel 1«b polyèdres symétriques sont rapportés, est le plan 
d'une face.: on pourrait supposer que ce plan est un plan quelconque, et alors 
1^ déQnition deviendrait plus générale, sans quUl y eût rien à changer à la 
démonstration de la propos, ii, par laquelle nous avons établi les relations 
mutuelles des deux polyèdres. On peu% aussi prendre une idée très-juste de la 
manière d'être de ces deux solides, en regardant Tundes deux commeiHmage 
de Tautre formée dans un miroir plan, lequel tiendra lieu du plan dont nous 
venons de parler. 

NOTE ¥111. 

Sur la praposition XXV ^ livre VII. 

Ce théorème qu'Euler a démontré le premier dans les Mémoires de Péters- 
bourg , année 1758 , offre plusieurs conséquences qui méritent d'être d>éve- 
loppées. 

1° Soita le nombre des triangles, h le nombre des quadrilatères, c le nombre 
des pentagones, qui composent la surface d'un polyèdre j le nombre total des 
faces sera a-|-6-|-c + ^-|-etc., et le nombre total de leurs côtés sera Sa+Aô-}- 
ôc + e^ + ctc. Ce dernier nombre est doubjc de celui des arêtes, puisque la 
même arête appartient à deux faces, ainsi on aura 
H = a-[-6-[-c-[-rf-i-etc. 
2A=3a + 46-[-5c+6(i-|-etc. 
1^ puisque, suivant le théorème dont il s'agit, S-(-H=A-(-2, on CA lire 

2S=4-f-a + 2ô-|-3c-h4rf-|- etc. 
Une première remarque que fournissent ces valeursi, c'est que le nombre des 
faces impaires a-f-c -f-e-|- etc., est toujours pair. 

On peut faire pour abréger «#=6 -f- 2c-f3i-(-etc., et alors on aura 
A=iHH.i,, 
S=2-hiH-|-^,. 

Ainsi dans tout polyèdre on a toujours A>|H, etS>2-f-i H, où il faur 
observer que le signe > n'exclut pas l'égalité, attendu qu'on pourrait avoit 
•=0. 
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Le nombre de tous le» angles plans du polyèdre est S A, celui des angles 8o> 
lides est S, de sorte qucle nombre moyeu des angles plans qui forment chaque 

angle solide , est —--. 

Ce nombre ne peut être moindre que 3, puisqu^iI faut au moins trois angles 

• plans pour former un angle solide ; ainsi on doit avoir 2 A > 3S, k signe > 
n'excluant pas l'égalité. Si on met au lieu de A et S leurs valeurs en H et « , 
onaura 3H+«>6-|-^H + ^«, ou3H> 12-(-«. Remettant les valeurs d« 
H et • en a, b, c, etc., u en résultera 

3a+264-c>12 + c + 2f+3^+etc. 

d*où Ton voit que a, b, c, ne peuvent pas être zéro k la fois, et qu*ainsi il 
n'existe aucun polyèdre dont toiïtes le» faces aient plus de cinq côtés. 

Fuisqu^on a H > 4 -|- 1 «, tsk substitution dans les valeurs de S et de A don*- 
neraS> 4 + |«, et'A> 6 + «». Mais enméme temps on a «< 3H—- 12; etde'làf 
il résulte S< 2 H — 4, et A <3H — 6, où Ton se souviendra que les signes >' 
et < n'exeluent pas Végalité. Ces limites ont lieu généralement dans tous les 
polyèdres. 

2* Supposons 2 A > 4 S, ce qui convient à une inûnité de polyèdres, et -nom- 
mément à ceux dont tous les angle» solides sont formés de quatre plans ou 
plus^ on »ura dans ce cas H > 8 -)- «, ou, en faisant la substitution, 

a>8 + é^+2i+3ff+ctc. 

Donc il faut que le solide ait au moins buit faces triangulaires; la limite H> 
8+ a donne S>6+«, et A>2 + « 12. Mais on a en même temps#<H— 8 j 
et de là résulte S< H— 2, A<2H — 4. 

3** Supposons 2 A > 5 S, ce qui renferme entre autres polyèdres ceux dont 
tous les angles solides sont au moins quintuples, il en résultera H> 20-!|-3a» ou 

vfl>2D + 2'6 + 5c+8rf+etc. 

Et on aura en même temps S>124-2«, et A > 30-f-^A^; enfin de Ce que'» 
<| (H— 20), on tire les limites S < f (H— 2), A< f (H— 2). 

On ne peut supposer 2 A=:6S; car en général 2A.-\-2tt'\'l2=6Si donc il* 
n'y a aucun polyèdre dont tous les angles solides soient formés de si* angles 

• plans ou plus; et en effet la moindre valeur qu'aurait chaque angle plan, Fun* 
portant Vautre, serait Tangle d'un triangle équilatéral, et six de ces angles fe-- 
raient quatre angles droits, Ce qui est trop grand pour un angle solide. 

4" Considérons un polyèdre dont toutes les faces soient triangulaires, on 
aura «s=0, ce qui donnera A=4H, et S = 2+ 4 H. Supposons en outre que 
tous les angles solides du polyèdre soient en partie quintuples, en partie sex- 
tuples; soit p le nombre des angles solides quintuples, q celui des sextuples ,- 
on aura S=j!) + çet 2 A = ô|)-|-6y, ce qui donne 6 S — 2 A=p : mais on a 
d'ailleurs A=^ H, et S = 24.iH j donc |>=6S— 2A=12. Donc si un polyè ■ 
dre a toutes ses faces triangulaires, et qtie ses angîes solides soient en partie 
quintuples^ en partie sextuples, les angles solides quintuples seront toujours au 
nombre de 12. Les sextuples peuvent être en nombre quelconque : ainsi, en 
laissant 9 indéterminé, on aura dans tous ces solides S==:12 -^q, H=:20+2qf 
A=:30 + 3g. 

Nous terminerons CCS applicationf parla recherche du nombre de conditions 
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•tt cio^il^'es nécessaires po%re déterminer un polyèdre ; qtrestfon intéressante, 
et qu'il ne parait pas qu'on ait encore résolue. 

Supposons d'aboVd que ïe polyèdre soH d*'une espèce déterminée, c'est-à-dire 
qu'on connaisse le nombre de ses faces , le nombre de leurs côté» individuel- 
lement , et leur disposition ïes unes à Fégard des autres. On connaît donc les 
nombres K, S, A, ainsi que a, b, c , d, etc.; il ne s'agit plus que d'avoir le 
nombre de données effectives, lignes ou angles , par le moyen desquelles le 
polyèdre peut être C'onstruit et déterminé. 

Considérons une des faces du polyèdre que nous prendrons peur sa base. 
Soit n le nombre de ses côtés ; il faudra 2n — 3 données pour déterminer cette 
ba^e. Les angles solides hors delà base sont au nombre de S — n ; le sommet 
de chaque angle exige trois données pour sa détermination ; ainsi la position 
de S — n sommets exigerait 3S— • 3/» données, auxquelles aiontant les 2a — 3 
de la base, on aurait en tout3S — n — dr. Mais ce nombre est en général trop 
grand , il doit être diminué du nombre de conditions nécessaires pour que les 
sommets qni répondent à une même face soient dans un même plan. Nous 
avons appelé n le nombre de côtés de la base , appelons- de même n' , »'' , etc. 
les nombres de côtés des autres faces. Trois points déterminent un plan; ainsi 
ce qui se trouvera de plus que trois dans chacun des nombres h\ n^\ etc. don- 
nera autant de conditions pour que les différents sommets soient situé» dans 
les plans des faces auxquelles ils appartiennent, et le nombre total de ces con- 
ditions sera égal à la somme ( V — 3 ) -(- ( «" — 3 ) -|- ( n'" — 3 ) + etc. 
Mais le nombre des termes de cette suite est , H — 1 et d'ailleurs n -(- «' + »'♦ 
+ etc. = 2 A. : donc la somme de la suite sera 2A — n — 3(H — 1 ). Re- 
tranchant cette somme de 3S — n — 3, il restera 3S — 2A. -|- 3H r— 6 , quan- 
tité qui , à cause de S -}- H :=^ A -|- 2 , se réduit à A. Donc le nombre de don- 
nées nécessaires pour déterminer un polyèdre parmi tous ceux de la m^me espèce ^ 
est égal au nombre de ses arêtes. 

Remarquez cependant que les données dont il s'agît ne doivent pas être pri^ 
ses au hasard parmi les lignes et les angles qui .constituent les éléments du 
polyèdre; car, quoiqu'on eût autant d'équations que d'inconnues, il pourrait 
te faire que certaines relations entre les quantités connues rendissent le pro- 
blème indéterminé. Ainsi il semblerait, d'après le théorème qu'on vient de 
trouver , que la connaissance des arêtes seules suffit en général pour détermi- 
ner un polyèdre; mais il y a des cas où cette connaissance n'est pas suffisante. 
Par exemple, étant donné un prisme non triangulaire quelconque, on pourra 
former une infinité d'autres prismes qui auront des arêtes égales et placées 
de la même manière. Car, dès que la base a plus de trois côtés, on peut, en 
conservant les côtés , changer les angles , et donner ainsi à cette base une in- 
finité de formes différentes ; on peut aussi changer la position de l'arête lon- 
gitudinale du prisme par rapport au plan de la base , enfin on peut combiner 
ces deux changements l'un avec l'autre ; et il en résultera toujours un prisme 
dont les arêtes ou côtés n'auront pas changé. D'où l'on voit que les arêtes seu- 
les ne suffisent pas dans ce cas pour déterminer le solide. 

Les données qu'il convient de prendre pour déterminer un solide , sont cel- 
les qui ne laissent aucune indétermination , et qui ne donnent absolument 
qu'une solution. Et d'abord la base ABCDE, f, 281, sera déterminée entre au-, 
ti'es manières, si on connaît le côté AB , avec les angles adjacents BAC , ABC, 
pour le point C; les angles BAD, ABD, pour le point D, et ainsi des autres-. 
Soit ensuite M un point dont il faut déterminer la position hors du plan de 
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la hase; ce poîut sera déterminé, si, ea imaginant la pyramide MABC, ou 
seulcraeut le plan MA.B , on connait les angles MÂ.B , ABM , et Tinclioaison du 
plan MA.B sur la base ABC. Si on détermine , par le moyen de trois données 4 
pareilles la position, de ebacun des sommets du polyèdre hors du plan de la 
base , il est clair q^ue le polyèdre sera déterminé absolument et d'une manière 
unique ; de sorte que deux polyèdres construits avec les mêmes données se- 
ront nécessairement égaux ; ils seraient cependant symétriques Tun de l'au- 
tre, s'ils étaient construits de différents côtés du plan de la base. 

Il n'est pas toujours nécessaire d'avoir trois données pour déterminer cha- 
que sonimct d'un polyèdre; car si le point M doit se trouver sur un plan déjà 
déterminé dont Tiniersection avec la base soit FG , il suffira , après avoir pria 
FG à volonté ,. de connaître les angles MGf , MFG ; ainsi il faudra une donnée 
de moins. Si le point M doit se trouver sur- deux plans déjà déterminés , ou 
sur leur intersection commune MK qui rencontre le plan ABC en K, oncon- 
uattra déjà le côté AK-, VaBgle AKM, et l'inclinaison du plan A KM sur la base; 
il suffira donc d'avoir pour nouvelle donnée l'angle MAK,. C'est ainsi que le 
nombre de données nécessaires pour déterminer un polyèdre absolument et 
d'une manière unique , s^ réduira toujours au nombre de ses arêtes A. 

Le côté AB et un nombre A — 1 d'angles donnés déterminent un polyèdre^ 
un autre côté à volonté et les mêmes angles détermineront un polyèdre sem- 
blable. B'oii il suit que le nombre de conditions nécessaires pour que deux po- 
lyèdres de la même espèce soient semblables, est égal au nombre des arêtes 
moins un. 

La question qu'on vient de résoudre serait beaucoup plVis simple si on ne 
connaissait pas l'espèce du polyèdre , mais seulement le nombre de ses angles 
solides S. Déterminez alors trois sommets à volonté par le moyen d'un trian- 
gle où il y aura trois données ; ce triangle sera regardé comme la base du so- 
lide, ensuite les sommets hors de cette base seront au nombre de S — 3: et 
la détermination de ebacun d'eux exigeant trois données , il est clair que le 
nombre total de données nécessaires pour déterminer le polyèdre, sera 3 -J- 31 
(S — 3), ou3S — 6. 

Il faudra donc 3 S — 7 conditions pour que deux polyèdres qui ont un égal 
nombre S d'angles solides soient semblables entre eux. 

NOTE IX. 

Surles polijèdres réguliers {Foyozl appendice au livre VII y 

• Nous nous sommes attachés, dans la proposition II de cet appendice, à dé- 
montrer l'existence des cinq polyèdres réguliers , c'est-à-dire , la possibilité 
d'arranger un certain nombre de plans égaux de manière qu'il en résulte un 
solide uniforme dans toute son étendue. 11 nous a paru que dans d'autres ou- 
vrages on suppose cet arrangement existant, sans trop en rendre raison ; ou 
bien on ne le démontre , comme a fait Euclide , que par des figures compli- 
quées et difficiles à entendre. 

Le problème de déterminer l'inclinaison de deux faces adjacentes du polyè- 
dre, et celui de déterminer les rayons des sphères inscrite et circonscrite , 
sont réduits dans les problèmes 111 et IV à des constructions for^ siçiplcs; 
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n 



mais il ne sera pas inutile d'appliquer à ces m émes problèmes le calcul trigo** 
nométrique qui fournira d*ailleurs de nouvelles propositions. 
•■** Soient a, b, c, f. 222, les trois angles plans qui composent l'angle solide O, 
etsoît proposé de trouver Tinclinaison des plans oti sont les angles a eib , on 
décrira du centre le triangle sphérîque ABC , dans lequel on connaîtra les 
trois- côtés BG :=«, AC = fi, AB = c, et il faudra trouver Tangle C compris 

entre les côtés a etJ&.Or^Mir les formules connues, on a cos C= .-H ; 

sin a sin b 
Cette formule appliquée aux cinq polyèdres réguliers, va ..nous faire connaî- 
tre rinclinaison de deux faces adjacentes dans chacun de ci[^:«olides. 

DansletStraèdre, f. 243, les trois angles plans qui composentîîfcijgle solide 
S , sont des angles de triangles équilatéraux j soit donc la demi-cii^ioi^férence 

ou Tare de 200*» == » , on aura a==b=c:=: i t; donc cos C =;. 
cos a ( I — cos a ) cos a 



cos a — cos^ 



C=i 



1 — cos» o ^^ 1 + cos a î mais on. sait que cos ^ » = *, donc cos 



Dans rhesaèdré ou cube , f. 244, les trois angles plans qui forment Tangle 
solide A, sont des angles droits; ainsi ona a = 6 = c= i tt, et cos a=:0, donc 
cos C=0. Donc Tanglc de deux faces adjacentes est un angle droit. 

Dans Toctaédre , f. 245, si l'on fait a = DAS=: i. tt , 6 = DAT = i ,r, c = 

<r4C 1 ^ cos ^ TT — cos^ T T 

lA^ = J,r, on aura cos C= :— -r — . Or,co8 ^ «■ = 0, cos-^t 

sin^ J ^ * ^ ' ' 

= r> sin 5" îT = ^ K^; donc cos C := — 5. D'où Ton voit que Tinclinaison 
des faces de Toctaédre et l'inclinaison des faces du tétraèdre sont deux angles 
^^ suppléments l'une de l'autre. 

Dans le dodécaèdre ^ f. 246, un angle solide est formé de trois angles plans 
égaux, chacun, à Fangle d'un pentagone régulier ; ainsi, en faisant a=b=jc=z 



j T, on aura cos C= 



1 +cosa 

1 



5 . 1 

; mais cos j v =: — sin -j^ n 



1 --I/o 



, donc cos 



-, sin C = — g , et tang C=- 



5 — 1^5" 

Dans Vicosaèdre, f. 247, il faut faire c = C B' D' = 5. «^, a = 6 = C B' A' = 1 *. 

_ cos r « — cos3 T ir i(l— I/o) — i. —1/6 , 

et on aura cos C= 2 JL-;^l.i L i — 4-- — l. — , donc sin 

sin^i^- i 3 

C = 5. Telles sont les expressions très-simples par lesquelles on détermine 
rinclinaison de deux faces dans les polyèdres réguliers^ Mais nous remarque- 
rons qu'on aurait pu les comprendre dans une seule et même formule. 

En effet , soit n le nombre de côtés de chaque face, m le nombre d'angles 

plans qui se réunissent dans chaque angle solide , f. 248 ; si du centre 

; et d'un rayon =1 , on décrit une surface sphérique qui rencontre en jd, q, r,^ 

l les lignes OA, OC , OD, on aura un triangle sphérique pqr, dans lequel on 
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connaît Tangle droit r, Tangle p = — , et Tangle 9 == — ; on ^ura donc, 

fil II 

iMir le» formules connues- cof tf r=-= — • Mais coi a r s= cos COD =« 
*^ sin j 

cos 

sin CDO = sln \ C, C désignant VangleC DE; donc sin l C=: ^. For- 

sin — 
n 
mule générale qui, appliquée successivement aux cinq polyèdres, donnerait 
les mêmes valeurs de cos C ou de 1 — 2 sin^ 1 C qu'on a trouvées par une 
autre voie ; pour cela, il faut substituer, dans chaque cas^ les valeurs de m et 
n, savoir : 

Tétraèdre, Hexaèdre, Octaèdre, Dodécaèdre, Icosaèdre. 
m =: 3 , 3 » 4 , 3 f ^' 

n=à,4,3, 5 ,3. 

Le même triangle sphérique jjyr, d'où Ton vient de déduire Tindinaison de 

CO X «• 

deux faces adjacentes, donne cos pg=3Cotjp coty, ou----.= cet — cot — Donc , 

V A tn Ji 

si on appelle B le rayon de la sphère circonscrite au polyèdre, et r le rayon 
de la sphère inscrite dans le même polyèdre, on aura — = tang — — tang — - 
d'ailleurs, en faisant le côté AB=:a, on a CA.= 



a 



-, et par conséquent R3=:r^+ '^ " . 

sin — sin^ — 

n n 

Ces deux équations donneront pour chaque polyèdre, les valeurs des rayons 
R et r des sphères circonscrite et inscrite. On a aussi, en supposant C connu , 

r=z-^a cot ^ tang 3 C et R = 5 a tang ^ tang 5 C. 

R 

Dans le dodécaèdre et Ticosaèdre, on voit que le rapport .^ a la même va- 

r 

leur tang g tang -. Donc, si R est le même pour tous les deux, r sera aussi 

le même ; c'est-à-dire, que si ces deux solides sont inscrits dans une même 
sphère^ ils seront aussi circonscrits à une même sphère, et vice versd. La 
même propriété a lieu entre l'hexaèdre et l'octaèdre, puisque la valeur de 

■n 

—est, pour l'un et pour l'autre, tang - tang ^. 

Remarquons que les polyèdres réguliers ne sont pas les seuls solidesqui soient 
compris sous des polygones réguliers égaux ; car, si on adosse par une face 
commune deux tétraèdres réguliers égaux, il en résultera un solide compris 
sous six triangles égaux et équilatéraux. On pourrait encore former un autre 
solide avec dix triangles égaux et équilatéraux; mais les polyèdres réguliers 
sont les seuls qui aient en même temps les angles solides égaux. 
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NOTE X. 

Sur Vaire du triangle sphérique. 

Soit 1 le rayon de la sphèic, tf la demî-cîrcoTiférence xl'un grand 
cercle ; soient « , 6 , c , les trois côtés d'un triangle sphérique ; A , B , 
C, les arcs de grand cercle qui mesurent les angles oppos/s. Soit A-j- 
B-[-C — »=S; suivant ce qui a été démontré dans le texte (23, 7), 
l'aire du triangle sphérique est égale à Tare S muiiiplié par le rayoii, 
et ainsi est représentée par S. Or, par les analogies de Néptir , on a 
A-fB C a— 6 a+t 

de là , tirant la valeur de lang ^ ( A-[-B ), on en déduira aisément celle 

de tang ( j A-j- ^ B-j- i C) = — coi | S ; on aura ainsi 

rot fa cot l b -|-cos C 
^ _.^ 

sin Li 



cotiS=— ^ _^_,J , 



formule très-simple qui peut servir à calculer Taire d'un triangle sphé- 
TÎque lorsqu'on connaît deux côtés a, 6, et l'angle compris C. On peut 
aussi en déduire plusieurs conséquences. remarquables. 

!• Si l'angle C est constant , ainsi quele produit cot— cot — , l'aire 

du triangle spérique représenlée par S, demeurera constante. Donc 
deux triangles CAB, CDK, i\ 282 , qui ont un angle égal C, seront équi- 
valents^ si on a tang |CÀ: tang ^ CD:: tang f CE; tang ^CB, c'est- 
à-dire^ si les tangentes des moitiés des côtes qui comprennent l'angle 
égal , sont réciproquement proportionnelles. 

2» Pour faire sur le côté donné CD et avec le même angle C, un 
triangle CDË équivalent au triangle donné CAB^ il faut déterminer 
C£ par la proportion : 

tang i CD : tang | CA : : lang | CB : tang i CEL 

S® Pour faire avec l'angle du sommet C un tiiangle isoscèl'e DCË 
équivalent an triangle donné CAB , il faut prendre tang — CD , ou 
lang i- CE, moyenne proportionnelle entre tang ^ CA et tang ^ CB. 

/ T A r 1 ic cotfa col î ô-fcosC . ^ 

4» La môme iormule cot r S= » — peut servir a 

* sin C * 

démontrer d'une manière très-simple In proposition XXVI du livre VII; 
savoir, que de tous les triangles sphériques formés avec deux côlés 
donnés a et 6, le plus grand est celui dans lequel l'angle G compris par 
les côlés donnés, est égal à la somme d' s deux antres angles A et B. 

Du rayon OZ = 1, décrivez la demi-circonféitnce VMZ , faites l'arc 
ZX = C, et de rantre côlédu cenire prenez 0P=: col-- a cot ^ 6 ; 
enfin joignez PX et abaissez XY perpendiculaire sur PZ, f. 23.^. 

T^ 1 • . , T.vx^ T^ PY coiiacotf 6-fcosC 

Dans le inang'e reolangle PX\ on a cot Pj=----,= — ; 

A\ s-in C 

29. . 
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donc P = I S ; donc la surface S sera un maximum , si Tangle P en est 
un. Or, il est évident que si on mène PM tangente à la circonférence, 
Tangle MPO sera le maximum des angles P, et alors on aura MPO=M0Z 
— ^^. Donc le triangle sphérîque , formé avec deux côtés donnés , sera 
un maximum SX on a f S =C — ^ a-, ou G = A -|- B , ce qui s'accorde . 
avec la proposition citée. 

On voit en même temps, par cette construction^ qu'il n'y aurait pas 
lieu à maximum si le point P était au-dedans du cercle , c'est-à-dire, si 
Ton avait cot f a cot f & <C 1* Condition d'où Ton tire successivement 
cotî^a< tangi6,tang (f «• — f « )< tangi-fc, f ^ — ^' a < f 6, 
et enfin x <^ a -|- 6, ce qui s'accorde encore avec le scholie de la même 
proposition. 

Problème I. Trouver la surface iun triangle sphérique par le moyen de 
ses trois côtés. 

Pour cela , il faudra dans la formule 

" sin C 

substituer les vuleurs de sin C et cos G exprimées en a 6, c: or, on a cos 

. cos c^cos a cos 5 ^ , 1+cosa l + cos6 , ,, 

v^ ==■' '- . et cot f a cot 7 6 — ^ ' ■ ; .— — : ; de la 

sin a sin 6 sin ^ sin b 

résulte: 

^ ^ 1 4- «*os a + cos ft + cos « 

cos C 4- cot I a cot |6 = r-J — r-r—^ 

* sm a sm b 

Ensuite la valeur de cos C donne 



^ cos c— cos ^a4-h) 
1 -j- cos L= r — ! — ^ — 



2 sin— 2 — ! — sm 



sin a sin 6 sin a sin b 



_ . 0-4-C — b . 6-|-c— a 
? sm ' sm 



^ cos (a — 6") — cos e 
1— cosC= i^ ^ — - 



sin a sin b sin a sin b 

Multipliant ces deux quantités entre elles et extrayant la racine du 
produit , on aura 

« • / . a+ô+c . a-4-6— c . a-X-e—b ^ 64-c— a\ 
2l/^(sin-! — !— sin-J sin-I- sm * . ) 

r V S 2 2 2 / 

sm L.=r , — — 

sin a sin 6 

Donc enfin 



col^Szz:- 
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1-j-cos a<-|-cos 6-|-cos e 



2k I sin — sin -2 sin sin — i j 

\ 3 2 2 2/ 

Cette formule résout le problème proposé , mais on peut parvenir à un 
résultat pins simple. 

Pour cela prenons la formule 

^ ^ cot ^ a cot 4 ^ -4- cos C 

cot 4 S = 2 ri-pX , 

sin C 

nous en tirerons d'abord 1 -{- cot ^-^ S , ou 

1 cot * fo cot * f 6 -f" ^^^ ^ "7 " ^^^ 7 ^ ^^^ ^ ^ ^ 

sin'fS~ 7ûr*C ' 

Or, la valeur de cos C donne 3 cot -^ a col -^6 cosC ^ . . , — . ■ , ■ 
' " • 2sin"fosin»^ô ; 

mettant dans le numérateur , au lieu de cos c , cos a , cos 6 , leurs valeurs 
1— 2sin2-^c, 1 — 2sin''ja, 1 — 2 sin 2^-6, et réduisant , on aura 

sin * |- a -|- sin * -j & — sin*|-«? 



2 cot ^ a cot j 6 cos C : 

r^ j, .„ 3r oï. ^ — sin* -fa 1 — sin 

On a d ailleurs cot ^ 



la sin^^ô 

1 — sin'-ra — sin * 4 6 , , -^ , . , 

" 2— + 1 . Donc, en substituant ces valeurs , on aura 

sin * T o sin "* r ft 

1 ^:^ . I - 

, ce qui donne sin 78=: 



sin * I S sin * I a sin » f 6 sin * C 

sin T a sin -î- 6 sin C 



cos i e 



9 et , en remettant la valeur de sin C , on a 

^ / . aA-h-^-e a 4-6 — c a4-c — b . 6-|-c-*-a\ 
1/ f sin— ! — ^sin -! sin ~ sin — i 1 J 

si« .S= !^ ? ? ^ ^ J. 

■ 2 cos I a cos T ^ cos I- 

3 3 3 

Formule commode pour le calcul logarithmique. 

Si on mpltiplie celle-ci par la valeur de cot - S, il en résultera 

J l-|-cos a-|-cos i&-|-cos e' cos * | a-[-cos * i 6-|-cos * | e — 1 

* 4 cos -J a cos ^ 6 cos -J c 2 cos -^ a cos i b cos ^ c 

Nouvelle formule qui aura l'avantage d'être composée de termes 
rationels. 

1 — cos - S 
De là on tire, encore * , ou 

sin Î-S 
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■ , c 1— cos * f a— cos *i6— cos * f c+2 cos^a cds^ 6 cos i<? 
1/ ( sin-J — i- sin-J- sîn— * sin ' 1 

\ 2 a a 2 / 

Or , le numérateur de cette expression peut se décomposer en facteurs; 
comme on Ta fait pour une quantité semblable , note V, problème IV, 
on aura ainsi 

4 sin sm -^ sin —^ sm — ! 

u„glS=- 4.4 4 



, ^ f ' «+^-|-c . a4-b — c . a+e — b . i-i-c — a\ 
l/^ [ sm i— sm sin -J r- sm«— ! J 

Va 2 2 2 y 

T»r . sin ^p / sin ^ ~p \ 

Mais on a — -r-, ::= l/ I — iil_. 1 -:^ i/f 1 (an^ i o ^ - 

|/sinp, •^ \2sin|pcoslp/ — «^ ^ - **"^ a P ;> 

donc enfin 

K lang -J Î~tang-J lang -^ tang-H- ) 

V 4 4.4 -i /• 



tangos 



Celte formule trcs-élégantc est due à Simon Lhuillier. 

Problème TL Étant donnés les trois côtés BC = a, AG=b, AB = c, 
déterminer la position du point I , pôle du cercle circonscrit au triangle 
ABC, f. 284. 

^ Soit rangle ACÏ= x, et i'arc AI = CI = BI =<? ; dans les triangles 
CAl, CBI, on aura par les formules connues 

cn^'T— cos^ --cos^cos<t> 1— cos;6 sin -5 

° ^ — ■ ^--7-: = : cot c}> = --P . cot <? , 

sinbsm<^ sm 5 l-|-cos é ' 

/*«-/'/'' \ ^ — cos a _ cos (C — x^ 

cos ((. — x) =z — ~ — cot ^. Donc • i, ou cos C + sin C 

sm a cos x 

(I-f-cosift) (1 — cos a) . 

lang a? =- • — ■■■ ; substituant dans cette équation les 

sm a sm o ' ^ 

valeurs de cos Cet sin C exprimées en a, 6, c, et faisant , pour abréger, 
M = !/'( I — cos ^ a — cos 2 è — cos 2 c -j- 2 cos a cos b cos c) , 

,,, . l-l-^cos fr — cos c— cos a 
on en déduira ianga? = — ! — , formule qui déter- 
mine Tangle A CL On peut ob.vervcr qu'à cause des triangles isoscéles 
ACI, ABI , BCI, on a ACl =i (C+A— B) ; on aurait de même BCI= 
§ (B-f-C— A), BAl= i( A 4-B— C). De là résultent ces formules 
remarquables : 

1 /• 4 I r- m l+cosfi — cos o— cos g 
tang i ( A+C— B) = ! ^^ 



HOTK IL SSO 

I-f-cos a — cos B — cos c 



M 



tangl(B+C-A)=L. 

• y .1 « ^N l+coso — cos a— cos b 

«uxcpielles on peut joindre celle q»i donne coc ^S , et- qui peut te 
meure sous la forme : 



tangi(A+B+C)= 



*— 1— COS a — cos h — cos c^ 



M 

La valeur de tang x qiion vient de trouver ^ donne 

, , « 1 2(l4-cosi5)(l— cosc)(l — cosa\ 

1-ftang^ of ou j~ = -i-J il-_ i^ C 

. *" cos ^ «- M -* 

16cos^ jiRsîn^j osin^ 5 » 1 4 cosf i&sin^rsîn ^i» 

?— 7 I ■- " i donc " " ■■ ss?— ■ ' ■ ^ 

M cos â9 M 

Mais de 1 équation cos «= — : • cot <? =tang -^ù cot <^, on tire 

sini^ 

tang 4^1 4 sin I a sfn | i5 sîn | o 

rang <?= — ^-= — : donc tang <^ =■ ^ ^, t 

^^ cos « M 

2sm ^asin I i( sin ^ a 

. f , a4-*+o . o+^5 — . o+e — ^ , hX^ — a\ 
1/^ I sin— ^ — î— sin — ' sin sin — ^ 1 

V 2 2 2 2 y 

Problêaie m. Déterminer sur la iurfaot de la ephère la ligne sur laquelle 
êonê situés tous les sommets^ ou triangles de même base et de mime êurfaetf 
f. 285. 

Soit ABC Tun des triangles sphërfq^ues dont la base comm.une est 
AB=:6 , et la surface donnée A -J- B -j- C — 3r=S. Soit IPK une perpen- 
diculaire indéfinie élevée sur le milieu de AB; ajant pris IP égale au 
quadrant , P sera le pôle de Tare AB , et Tare PCD mené par les points 
P, C, sera perpendiculaire sur AB. Soit lD=p , CD ^q; les triangles 
rectangles ACD, BCD, dans lesquels on a AC ^ ft , BC = a , AD =p 
-|-^c, BD = p — |c, donneront cos a = ros g cos (p — 3«)|COS 
b =cos q cos (p-|" 3 *^ )• ^^'* ^^ ^ trouvé ci-dessus : 
- 14-cos a4-cos i&4-cos c 

cot 5 o = . ■; 

sin a sin b sin C 

substituant dans cette formule les valeurs cos a -|- cos ^ = 2 cos grcosp 

cos ^ c^l -{- cos erzzi cos ^ | e , sîn 6 sin C = sin c sin B = 2 sin ^ 

c cos -1 c sin B ; on aura 

, - cos s c 4- cos p cos g 

cot|S= .^ -*.- - ,-•,— . 

sin o sin 5 6 sin B 
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D*aîlleurs dans le triangle rectangle BCD, on a encore sin osin B = 

, r r> ^^^ Q c-l-cos pcos q , _, 

sin q; donc cot | S = r-^ — : » ou cos p cos g = col ^ S 

sin ^ c sin q 

sin ^ c sin g — cos ^c ; cV'st la relation entre p et g qui doit déterminer 
la ligne sur Inquelle sont situés tous les points C. 

Ayant prolongé IP d'une quantité PK =: a? , joignez KC et soit KG 
= y; dans le triangle PKC , où Von a PC = §• «r — g et l'angle KPC 
zm 'PF — p , le côté KG se trouvera par la formule cos KC = cos KPC 
sin PK sin PC -[- cos PK cos PC^ ou 

cos y = sin q cos x — sin jc cos q cos p ; 
dans laquelle substituant au lieu de cos q cosp sa valeur cot ^ S sin | e 
sin g — cos 3 c^ on aura 

cos y = sin a? cos 5- c -f- sin g ( cos a? — sin x cot f S sin J c ) . De là 
on voit que si l'on prend cos a; — sin a; cot § S sin | c = o , ou cot ^ 
= cot 5* S sin ^Cjon aura cos y = sin a? cos ^c, et ainsi la valeur de y 
deviendra constante. 

Donc si après avoir mené l'arc IP perpendiculaire sur le milieu de la 
base AB, on prend au-delà du pôle la partie PK telle que cot PK = 
cot^ S sin ^c, tous les sommets des triangles qui ont la même base e et 
la même surface S , seront situés sur le petit cercle décrit du point K 
comme pôle à la distance KC telle que cosKC = sin PK cos | c. 

Ce beau théorème est dû à Lexeïl. ( Voye» le tome V . part. I des 
nova Acta Petropolitana, ) 

NOTE XI. 

Sur la proposition ///, livre FUI. 

Celte proposition peut être démontrée plus rigoureusement en la ra- 
nienantauxlemmcs préliminaires, de la manière suivante. 

Je dis d'abord que la surface convexe terminée par les arêtes AF, BG , 
et par les arcs A m B^ F a? G, ne saurait être plus petite que le rectangle 
ABGF, partie correspondante de la surface du prisme inscrit, f. 252. 

En effet, soit S la surface convexe dont il s'agit , et soit \ s'il est pos- 
sible , le rectangle ABGF ou AB X A.F = S -|- M^ M étant une 
quantité positive. 

Prolongez la hauteur AF du prisme et du cylindre jusqu'à une dis- 
tance AF' égale à n fois AF, n étant un nombre entier quelconque; si 
Ton prolonge en même temps le cylindre et le prisme , il est clair que la 
surface convexe S' comprise entre les arêtes AF', BG', contiendra n 
fois la surface S ; de sorte qu'on aura S' = n S, et parce que n X AF= 
AF', on aura AB X AF' = n S + n M = S' + n M. Orn étant un 
nombre entier a volonté et M une surface donnée ,on peut prendre n de 
manière qu'on ait n M plus grand que le double du segment AuB^ 

puisqu'il suffit pour cela de faire n^ «■■ j donc alors le rectangle 
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AB X AF' ou .la surface plane ABG'F* serait plus grande que la sur- 
face enveloppante, composée de la surface convexe S' et de deux seg- 
ments circulaires égaux Au 6, FVG*. Or, au contraire, la seconde 
surface est plus grande que la première , suivant le premier lenime pré- 
liminaire; donc , !• on ne peut avoir S <[[ABGF. 

Je dis en second lieu que la surface convexe S ne saurait être égale à ' 
celle du rectangle ABG F. Car supposons , s'il est possible, qu*cn pre- 
nant AE:=iAB,la surface convexe AMK soit égale au rectangle AFKE ; 
par un point quelconque M de Tare AME , menez les cordes AM, 
ME , et élevez MN perpendiculaire sur le plan de la base. Les trois 
rectangles AMNF^ MEKN, AEKF, ayant même hauteur, sont entre 
eux comme leurs bases AM , ME , AE. Or on a AM-{- ME p> AE , donc 
la somme des rectangles AMNF, MEKN est plus grande que le rec- ' 
langle AFKE. Celui-ci est équivalent par hypothèse à la surface con- 
vexe AMK, composée des deux surfaces partielles AN, MK. Donc la 
somme des rectangles AMNF, MEKN est plus grande que la somme 
des surfaces convexes correspondantes AN, MK. Donc il faudra que l'un 
au moins des rectangles AMNF, MEKN soit plus grand que la surface 
convexe correspondante. Cette conséquence est contraire à la première 
partie déjà démontrée. Donc , â<> la surface convexe S ne saurait être 
égale à celle du rectangle correspondant ABGF. 

Il suit de là qu'on a S> ABGF , et qu'ainsi la surface convexe du 
cylindre est plus grande que celle de tout prisme inscrit. 

Par un raisonnement absolument semblable, on prouvera que la 
surface convexe du cylindre est plus petite que celle de tout prisme 
circonscrit. 

NOTE xir 

Sur Tegalité et la similitude des polyèdres. 

On trouve à la tète du XI* livre d'Euclide, les définitions 9 et 10 
ainsi conçues : 

9. Deux solides sont semblables^ lorsqu'ils sont compris sous un même 
nombre de plans semblables chacun à chacun, 

1 0. Deuas solides sont égaux et semblables j lorsqu'ils sont compris sous un 
même nombre de plans égaux et semblables chacun à chacun. 

L'objet tle ces définitions étant un des points les plus difficiles 
des éléments de géométrie , nous l'examinerons avec quelque détail^ et 
nous discuterons en. môme temps les remarques faites à ce sujet par 
Robert Simson^ dans son édition des éléments^ pag. ^88 et suiv. 

D'abord nous observerons avec Robert Simson que la définition 10 
n'e^t j>as proprement une définition , mais bien un ihéoiOme qn'il faudrait 
démonter ; car il n'est pas évident que deux solides soient égaux par 
cela seul qu'ils ont les faces égales; et si cette proposition est vraie, il 
faut la démonter soit par la superposition , soit de toute autre manière. 
On voit ensuite que le vice de la définition 10 est commun à la défini- 
tion 9. Car, si la définition 10 n'est pas démontrée , on pourra croire 
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qn*!! existe deux solides inégaux et dissemblables dont les faces 
sont égales; mais alors, suivant la définition 9, un troisième solide qui 
aurait les faces semblables à celles des deux premiers serait semblable à 
chacun d*eux, et ainsi serait semblable à deux corps de différente forme, 
conclusion qui Implique contradictioji, ou du moins qui ne s'accorde 
pas avec Tidée -qu'on attache naturellement au mot semblable. 

Plusieurs propositions des XI* et Xll® livres d'Ëuclide sont fondées 
sur les définitions 9 cl 10, entre autres la proposition XXVIII, livre 
XI , -de laquelle dépend la mesure des prismes et des pyramides. IL 
semble donc qu'on pourrait reprocher aux élément* d'Euclide ée 
contenir un ass^z grand nombre de propositions qui ne sont pas r^'goii- 
reusement démontrées. Mais il y a une circonstance qui sert à affaiblir 
cette inculpation , et qu'il ne faut pas omettre. 

Les figures dent Euclide démontre l'égalité ou la similitude en se 
fondant -sur les définitions 9 et 10, sont telles , que leurs angles solides 
n'assemblent pas plus de trois angles plans ;or, si deux angles solides 
sont composés de trois ongles pb'ms égaux chacun à chacun, il est 
démontré assez clairement dans plusieurs endroits d'Euclide que ces 
angles solides sont égaux. D'un autre côté, si deux polyèdres ont les 
faces égales ou semblables chacune â chacune, les angles solides 
homologues seront composés d'un même nombre d'angles plans égaux , 
chacun à chacun. Donc^ tant que les angles plans ne sont pas en plus 
grand nombre que trois dans chaque angle solide , il est clair que les 
angles solides homologues sont égaux. Mais , si les faces homologues 
vsont égales et les angles solides homologues égaux, il n'y a plus de doute 
que les solides ne soient égaux ; car ils pourront être superposés , ou au 
moins ils seront symétriques l'un de l'autre. On voit donc que l'énoncé 
des définitions 9 et 10 est vrai et admissible, au moins dans les cas 
des angles solides triples , qui est le seul dont Euclide ait fait usage. 
Ainsi le reproche d'inexactitude qu'on pourrait faire à cet auteur , ou à 
ses commentateurs , cesse d'être aussi grave et ne tombe plus que sur 
des restrictions et des explications qu'il n'a pas données. 

Il reste à examiner si l'énoncé de la définition 10, qui est vrai dans 
le cas de ces angles solides triples, est vrai en général. Robert Simson 
assure qu'il ne l'est pas , et qu'on peut construire deux solides inégaux 
qui seront compris sous un même nombre de faces égales chacune à 
chacune. Il cite , à l'appui de son assertion, un exemple qu'on peut 
généraliser ainsi. 

Si à un polyèdre quelconque on ajoute une pyramide, en lui donnant 
pour base une des faces du polyèdre ; si ensuite , au lieu d'ajouter la 
pyramide, on la retranche, en formant dans le polyèdre une cavité 
égale à la pyramide , on aura ainsi deux nouveaux solides qui auront les 
faces égales chacune à chacune, et cependant ces deux solides seront 
inégaux. 

Il n'y a aucun doute sur l'inégalité des deux solides ainsi construits, 
mais nous observerons que l'un de ces solides contient des angles solides 
rentrants : or, il est plus que probable qu'Euclide a entendu exclure 
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les corps irréguUers qui ont des cavitës ou des angles solides rentrants, 
et qu'il s'est borné aux polyèdres convexes. £n admettant cette 
restriction , sans laquelle d'ailleurs d'autres propositions ne seraient pas 
vraies , l'exemple de Robert Simson ne conclut point contre la définition 
ou le tbéoréme d*Ëuclide. 

Quoi qu'il en soit , il résulte de toutes ces observations que les 
définitions 9 et 10 d'Ëuclide ne peuvent être conservées telles qu'elles 
sont. Robert Simson supprime la définition des solides égaux , qui en 
effet ne doit trouver place que parmi les tbéorémes; et il définit 
solides semblables ceux qui sont compris sous un même nombre de plans 
semblables , et qui ont les angles solides égaux chacun à chacun.' Cette 
définition est vraie , mais elle a l'inconvénient ' de contenir bien des 
conditions superflues. Si on supprimait la condition des angles solides 
égaux , on retomberait dans l'énoncé d'Ëuclide , qui est défectueux 
en ce qu'il suppose la démonstration du théorème sur les poljèdres 
égaux. Pour éviter tout embarras , nous avons cru à propos de diviser 
la définition des solides semblables en deux parties : d'abord nous avons 
donné la définition des pyramides triangulaires semblables, ensuite nous 
avons défini solides semblables ceux qui ont des bases semblables, et dont 
les sommets homologues hors de ces bases sont déterminés par des 
pyramides triangulaires semblables chacune à chacune. 

Cette définition exige pour les bases , en les supposant triangulaires , 
deux conditions, et pour chacune des sommets hors des bases, trois 
conditions; de sorte que , si S est le nombre des angles solides de chacun 
des polyèdres y la similitude de ces deux polyèdres exigera 2-f-â 
(S — S ) angles égaux de part et d'autre , ou «iS — 7 conditions ; et 
aucune de ces conditions n'est superflue ou comprise dans les autres. Car 
nous considérons ici deux polyèdres comme ayant simplement le même 
nombre de sommets ou d'angles solides ; alors il faut rigoureusement, et 
sans en omettre une , les B S — 7 conditions pour que les deux solides 
soient semblables ; mais si on supposait avant tout qu'ils sont de la même 
espèce l'un et l'autre, c'est-à-dire qu'ils ont un égal nombre de faces et que 
ces faces comparées chacune à chacune ont un égal nombre de côtés, cette 
supposition renfermerait des conditions dans le cas où il y aurait des 
faces de plus de trois côtés, et ces conditions diminueraient d'autant le 
nombre 8 S — 7, de sorte qu'au lieu de S S — 7 conditions il n'en faudrait 
plus que A — 1 ; sur quoi voyez la note VII f. On voit par là ce qui donne 
lieu à la difiiculté de poser une bonne définition des solides sembla- 
bles ; c'est qu'on peut les considérer comme étant de la môme espèce, 
ou seulement comme ayant un égal nombre d'angles solides. Dans 
ce dernier cas toute difficulté est écartée, et il faut que les S S — 
7 conditions renfermées dans la définition soient remplies toutes pour 
que les solides soient semblables , et on en conclura à plus forte raison 
qu'ils sont de la même espèce. Au reste notre définition étant complète , 
nous en avons déduit comme théorème la définition de Robert Simson. 

On voit donc qu'il est possible de se passer , dans les éléments , du 
théorème concernant l'égalité des polyèdres; mais , ce théorème est 

âO. 
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intéressant par lui-même , on sera bien aise d'en trouver ici la démon- 
stration , qui servira à compléter la théorie des polyèdres ( 1 )• 

La question qu'il faut examiner , est de savoir si ^ en faisant varier 
les inclinaisons des plans qui composent la surface d'un polyèdre con- 
vexe donné, on peut foi mer un second polyèdre convexe , compris sous 
les mêmes plans polygonaux , assemblés enire eux dans le môme ordre. 

Nous observerons d'abord que , s'il y a un second polyèdre qui sa- 
tisfait à la question , ce ne peut pas être le polyèdre symétrique du 
polyèdre donné , puisque dans ces deux polyèdres les plans égaux sont 
disposés dans un ordre inverse autour des angles solides correspondants. 
Ainsi la considération des polyèdres symétriques doit être entièrement 
écartée de l'objet dont nous nous occupons. 

Nous observerons , en second lieu, que si le polyèdre donné contient 
un ou plusieurs angles solides triples, ces angles sont de leur nature 
invariables , puisque la connaissance des trois angles plans suffit pour 
déterminer les inclinaisons mutuelles de ces plans, lorsqu'ils sont réunis 
en angle solide. On peut dope supprimer dans le solide proposé toutes 
les pyramides triangulaires qui forment les angles solides triples (S); 
et si le nouveau polyèdre qui résulte de cette suppression, offre encore 
des angles solides triples, on pourra de même les supprimer , et ainsi 
successivement, jusqu'à ce qu'on parvienne à un polyèdre dont tous 
les angles solides n'assemblent pas moins de quatre angles plans cbacun. 
En effet, si le solide proposé peut changer de figuie par des variations 
quelconques dans les inclinaisons de ses plans , ce changement ne peut 
avoir lieu sur les pyramides triangulaires retranchées , et il devra s'o- 
pérer tout entier sur le polyèdre restant après la suppression de toutes 
les pyramides triangulaires. Nous ne nous occuperons donc dans ce qui 
suit , que des polyèdres dont tous les angles solides assemblent au 
moins quatre angles plans. 

Cela posé, soit S l'un quelconque des angles solides du polyèdre, et 
soit décrit, du sommet S comme centre, une surfaee sphérique dont 
l'intersection avec les p'ans de l'angle solide formera le polygone sphé- 
rique ABCDEF. Les côtés de ce polygone AB, BC, etc. servent de 
mesure aux angles plans ASB, BSC, etc. et sont par conséquent inva- 
riables ; quant aux angles A , B , C , etc. du polygone , cbacun d'eux est 
la mesure de l'inclinaison de deux plans adjacents de l'angle solide: 
ainsi l'angle B est la mesure de l^inclinaison des plans ASB , SBC , que 
nous appellerons, pour abréger , inclinaison sur f arête SB ; de même l'an- 
gle, C est la mesure de l'inclinaison sur l'arête SC , et ainsi de suite. 

Nous pourrons donc juger des changements de figure de chaque angle 
solide S , par ceux du polygone sphérique ABCDEF, dont les côtés 

(1) La démonstration que nous donnons ici est, à quelques dévelopemenls 
près , la méine que M. Cauchy a présentée h Plnstitut en 1812 ,. et qu*il a 
découverte en partant de quelques idées qui avaient élé proposées pour le 
ni^raè objet dans la première édition de ces Eléments, pag. 327 et s^iiv. 

(2) Si une arête était commune k deux angles solides triples , on ne 
supprimerait dans la première opération qu'un de ces angles. 



son! constaf)ts , et dont les ang^les Tarient d'une manière <]uelconqne, 
pourvu que le polygone ne cesse pas d'être convexe. Or , dans ce», poly- 
gones, les signes des vari.'ttions sur les angles offrent des lois assez re- 
marquables , que nous allons exposer dans les deuX lenmes saivanis. 

I.EH.ME I. 

Toupies cafés d'un polygone sphérique AR, BC, CD , DE , étant donnés^ 
à f exception du dernier A F , si Ion fait varier l'tin des angles B , C , D ,'■£, 
opposés au côté \F , l&s autres étant constants , je dis que le côté ÀF aug- 
mentera si l'angle augmente , et quil diminuera si f angle diminue. Dans 
tofis les cas , on suppose que le polygone est convexe avant et après son 
changement de figure, f. 286. 

Supposons d'abord qu'on fasse varier l*anglc B, îes trois autres C, 
D , E, étant constants, si l'on joint BF, la figure BCDEF n'éprouvera 
aucune variation , et BF sera constant. On aura donc un triangle sphé- 
rique ABF, dont lescètés AB, BF, sont constants, et dans lequel 1 an- 
gle ABF varie d'une même quantité que l'angle ABC du polygone, 
puisque la partie FBC reste constante. Or , par les propriéteis connues 
(1), on sait que le côté AF augmentera si l'angle ABF augmente^ el 
qu'il diminuera si4'angle ABF diminue. 

Supposons maintenant que l'angle C varie , les trois autres B, D , B, 
étant constants: si on tire les diagonales AC, FC, il est visible que 
ces diagonales demeureront constantes , ainsi que les angles ACB , FCD; 
ou aura donc encore un triangle sphérique ACF, dont les cartes AC^ 
CF , sont constants, et dans lequel Tangte ACF varie de la même 
quantité que l'angle C dn polygone ; d'où l'on conclura de même que 
le côté A F augmentera si l'angle C augmente , et qu'il diminuera si 
~ Tangle C diminue. 

Il est évident que le même raisonnement peut s'appliquer à la 
variation de l'un ou l'autre des angles D et E » et qu'il aurait égale- 
ment lieu pour tout autre polygone sphérique de plus de trois côtés. 
Ainsi la conclusion sera , dans tous les cas, conforme à l'énoncé de la 
proposition , si toutefois le polygone est convexe avant et après son 
cbangemeni de figure. Cette restriction est nécessaire, car si l'angle K , 
par exemple , diminuait jusqu'à ce que le point F tombât sur la diago- 
nale AE , alors AF serait un min^num; et si , à compter de ce point, on 
continuait de diminuer Tangle E , il est visible que le côté AF aug- 
menterait au lieu de diminuer ; mais, dans ce dernier cas , l'angle AFË 
deviendrait un angle rentrant > et le polygone cesserait d'être convexe. 

Cùrollair». Les mêmes choses étant posées , si plusieurs des angles op- 
posés au dernier côté AF augmentent, et qu'aucun d'eux ne diminue , 
le côté AF augmentera nécessairement par l'effet de tontes les variations. 
Le contraire aura lieu , si plusieurs des angles opposés au côté AF di- 
minuent , et qu'aucun d'eux n'augmente. 

(I) Cette proposUion te démontre de la même manière que U propoiitîon 
X , Ut. I , pour lei triangles rcctilignes,. 
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Car, si par reffetdeVaiigmentation ou de la diminution simultanée , 
ks angles A , B, C, etc. du polygone doivent être changés en A*, B*, C'^ 
etc. on pourra passer successivement du poljî^one proposé à celui qui 
ne contient qu'un angle varié A'; de celui-ci au polygone qui ne con- 
tient^ que les deux angles variés A' et B', et ainsi de suite. Or, dans 
chacun de ces passages , l'application de la proposition est manifeste, 
et conduit toujours au même résultat. 

LEMME II. 

Etant donné un polygone sphériquê convexe dont les côtés, sont constants^ 
et gui en a plus de trois , si on fait varier le§ angles d'une manière quelcon- 
que , sans cependant que le polygone cesse d*étre convexe f si on met ensuite 
le signe -j- atf sommet de chaque angle qui augmente , le signe — au som- 
met de ehaqw angle qui diminue , et qu^on ne mette aucun signe aux angles 
qui demeurent constants ;je dis quen faisant le tour du polygone , on devra 
trouver au moins quatre changements de signe d'un sommet au sommet 
suivant. 

En effet , P si n est le nombre des angles du polygone , il ne pour- 
rait y avoir n — ^ angles consécutifs, qui augmentent tous à-la-fois , 
ou dont les uns augmentent et les autres restent coûtants ; car si l'un 
ou Vautre de ces cas avait lieu , il s'ensuivrait , par le corollaire du 
lemme précédent, que le côté du polygone qui est opposé à ces n — â 
angles , augmenterait ; ce qui est contraire à Thy pothèse que tous les cô- 
tés du polygone sont constants. Par une raison semblable , on ne pourra 
supposer quen — 2 angles consécutifs diminuent tous à-la-fois, ou que 
quelques-uns diminuent, les autres restant constants. Donc^ duns la série 
den-^-2 angles consécutifs, il devray avoirau moins un changement de 
signe; à plus forte raison ce changement devra-t-il être observé dans la 
série des n angles consécutifs, lorsqu'on fera le tour entier du po- 
lygone. 

2° Les variations dans les angles du polygone ne peuvent êtres telles, 
qu'elles offrent seulement une série de signes -|-, ei iine de signes — , 
de sorte qu'il n'y ait que deux changements de signe dans le tour en- 
tier du polygone. 

Car soient, par exemple, A,B,C, f. 287, les trois angles marqués du si- 
gne -|-, et D, E, F, G, les quatre marqués du signe — (cette hypo- 
thèse comprend celle où il y aurait un nombre de signes moindre dans 
chaque série , à raison de l'invariabilité de quelques angles). Si la 
figure représente l'état initial du polygone, la diagonale GD devra 
augmenter lorsqu'on augmentera tous les angles A, 6, C, ou seulement 
quelques-uns dVnx ; mais la même diagonale GD, comme appartenant 
au polygome GFED, dont les autres côtés sont constants, devra dimi- 
nuer en même temps que les angles F et E, ou au moins rester con- 
stante , si des quatre angles D, E, F, G, il n'y a que D et G, ou seule- 
ment l'un d'eux qui diminue; donc l'hypothèse dont il s'agit ne saurait 
avoir lieu ; donc la variation des angles ue peut être telle , qu'elle offre 
seulement deux séries , Tune de signes *|- , l'autre de signes — • 



ifOTB xn. 2*B7 

S^ Il est encore impossible qu'en faisant le tour du polygone , on 
ne trouve que trois séries alternatives de signes -|-et de signes — ; car , 
dans cette hypothèse , la première et la troisième série seraient de même 
signe , et se suivraient immédiatement , de sorte qu'elles ne formeraient 

Su'uneseule série; d*où l'on voit qu'il n'y aurait réellement dans le tdur 
u polygone que deux séries , l'une de signes -|-, l'autre de signes — ; ce 
que nous avons démontré impossible. 

Donc enfin ,* les changements de signe qu'on trouvera en faisant le 
tour du polygvtne, doivent être au moins au nombre de quatre. 

Corollaire. Ce que nous venons de démontrer pour les polygones 
sphériques^ s'applique immédiatement aux angles solides dont ces 
polygones sont la mesure. Ainsi, étant donné un angle êoUds convexe , qui 
OMsemble plus dé trois angles plans , si on fait varier les inclinaisons sur les 
arêtes d*une manière quelconque^ telle cependant que l* angle solide ne cesse pas 
d*être convexe ; si ensuite on met le signe -^ ouïe signe — sur chaqiie arête , 
selon que tinelinaison sur cette arête augmente ou diminue , et quon ne 
marque cC aucun signe les arêtes sur lesqu3lles lUnelinaison reste constante , 
je dis qu*en faisant le tour de l* angle solide , on devra trouver au moins 
quatre changements de signe d'une arête ala suivante. 

Au moyen de cette proposition et du théorème d'Euler sur les 
polyèdres (25,7.) , nous pouvons maintenant démontrer le théorème sui- 
vant dans toute sa généralité. 

THEOREME. 

Etant donné un polyèdre convexe , dont tous les angles solides assemblent 
plus de trois angles plans , il est impossible défaire venger les inclinaisons des 
plans de ce solide , de manière à produire un second polyèdre , qui serait 
formé avec les mêmes plans disposés entre eux de la même manière que dans 
le polyèdre donné. 

Pour démontrer cette proposition ,il faut distinguer deux cas , selon 
qu'on fait varier les inclinaisons sur toutes les arêtes, ou seulement 
quelques-unes de ces inclinaisons. 

Premier cas: 

Supposons qu'on fasse varier à la fois les inclinaisons sur tontes les 
arêtes , et soit N le nombre total des changements de signe qu'on trou- 
vera d'une arête à la suivante, en faisant le tour de chaque angle 
solide. 

On a vu dans le lemme II , que le nombre des changements de signe 
ne peut être moindre que quatre pour chaque angle solide. 

Donc si on appelle S le nombre des angles solides , on aura N ^ 4 S, 
le signe ^ n'excluant pas l'égalité. 

J'observe maintenant que deux arêtes consécutives d'un angle solide 
appartiennent toujours à une face du polyèdre, et n'appartiennent qu'à 
une seule ; donc le nombre total des changements dé signe observés sur 
les arêtes consécutives de chaque angle solide , doit être égal au nom- 
bre total de changements de signe observes sur les côtés consécutifs de 
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chaque face; car il ncst adcun changement de signe dans un système 
qui ne réponde à un pareil changement dans Tautre. 

Or, pour chaque face triangulaire, le nombre dos changements >dt* 
signe ne peut éire plus grand que deux ; car en faisant rentrer sur elie- 

même la suite -| 1-, ou la suite -|- — — , on n'obtient que deux 

changements de signe. 

Pour chaque face quadrangulaire, le nombre des changements de 
signe est de quatre au plus, ce qui est évident. 

En général, si le nombre des côtés d'une face est pair = S n , le plus 
grand nombre des changements de signe qu'on puisse trouver en faisant 
le tour des c6tcs ^ est 3 n; ce qui aura lieu lorsque les c^és^portent al- 
ternativement les signes --|-et — . 

Mais si le nombre des côtés d'une fiice est impair, = 2 n -^l , le 
plus grand nombre des changements de signe sera 2 « seulement, 
parce qu'en donnant alternativement aux côtés les signes-}- et — , le 
premier et le dernier auront nécessairement le n>éme sig^ue; ce qui fait 
un changement de moins qu'il n'j a de côtés. 

Cela posé, soit a le nombre des triangles , b le npmbre des qnadn- 
latères, o le nombre des pentagones , etc. qui composent la surface du 
polyèdre donnée il résulte de ce qu'on vient de dire, que le nombre 
total des changements de signe observés en faisant le tour de chaque 
face, ne pourra excédera a sur les faces triangulaires , 4 b sur les faces 
de quatre côtés , 4 c sur celles de cinq côté? , 6 d sur celles de six côtés 
Donc on aura : 

N <2a4-4 5 + io-f 6a4-66 + 8/*4.«^-f etc. 
Soit A le nombre des arêtes du polyèdre, et H celui de ses faces, on 
aura: 2A = âa -f 4 i& -}- 6 c 4- 64-)- Tn-fÔ/'-fS^-l-etc. 

Maïs suivant le théorème d'Enler, S -f- H ;= A-|- 2; donc 4 S= 8 -|- 
4 A -^ 4 H , et en faisant les substitutions : 

4S=8-)-2a4.4«4-6 c -f 8 d -f 10a -f eic. 
Comparant cette valeur à la limite trouvée ci-dessus, on en tire : 

]V<4S-^8. 
Maison ne saurait avoir à-la-fois N ]> 4 S et N < 4 S — 8; donc'il 
est impossible que les inclinaisons sur les arêtes du polyèdre varient 
toutes à-la -fois , sans détruire la cohérence des plans qui forment la 
surface du polyèdre. 

Second cas* 

Supposons maintenant que les inclinaisons sur les arêtes ne varient 
pas toutes à-la-fois ^ et qu'il yen ait quelques-unes qui demeurent cons- 
tantes. 

Soit FI, f, 204, une de ces arêtes, on pourra imaginer qu'elle soit sup- 
primée et que les deux facos adjacentes FïG, EFIH, se réunissent eu une 
seule non plane terminée par lo contour de forme invariable £FGIH. 
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Appelons S', H* et A^ ce que deviennent les nombres S, H et A, nprès k 
suppiession d*iine ai ôle, nous aurons H' = H — i, et A' = A — 1 5 d'ail- 
leurs, on a S' = S, puisque ie nombre des angles solides est le même 
dans les deux solides ; donc on aura S* -f" H* — A' = S -|- H — A = 
2. D'où Ton voit que le théorème d'Euler a encore lieu dans le nou- 
veau solide qui contient une arête de moins , et une face de moins 
puisque deux faces se sont réunies eii une seule non plane. 

Si de ce second solide on retranche encore Tune des arêtes sur les- 
quelles rinclinaîson reste invariable, la suppression de cette arête oc- 
casionnera de nouveau la réunion de deux faces contiguësen une seule; 
et on prouvera de même que le ihéortme d'Ëuler a encore lieu dans le 
troisième solide qui résulte de la suppression de deux arêtes. 

On peut continuer à supprimer tant d'arêtes qu'on voudra, pourvu 
que cette suppression n'entraîne celte d*aucun angle solide; et le 
théorème d*Euler aura toujours lieu dans le solide restant : c'est aussi ce 
qu'on peut voir directement et généralement, en examinant la démons- 
tration que nous avons donnre du théorème d'Ëuler; en effet, cette dc- 
monstraiion ne suppose pas que les faces du puljèdre sont planes; elle 
aurait également lieu, quand même ces faces seraient terminées par 
des contours non situés dans les mêmes plans; elle suppose seulement 
que chaque contour soit représenté, suivant notre construction, par un 
polygone sphériq\ie, et que la somme des surfaces de ces polygones soit 
égale à la surface de la sphère. Et il n'est pas même nécessaire que tous 
ces polygones soient convexes; il suffît que chacun d'eux puisse être re- 
garde comme la somme de plusieurs polygones convexes; ce qui arrivera 
toujours, lorsque, par la suppression de plusieurs arêtes appartenant au 
polyèdre donné, plusieurs faces planes se réuniront en une seule non 
plane; car alors le polygone sphérique qui représente celle-ci, sera 
composé de la somme des polygones sphériques convexes qui représen- 
taient les faces planes supprimées. 

Venons maintenant au cas où la suppression des arêtes sur lesquelles 
l'inclinaison ne varie pas, entraîne celle d'un ou de plusieurs angles so- 
lides, soit parce que les inclinaisons sur toutes les arêtes, dans chacun 
de ces angles , sont invariables, soit parce que ces inclinaisons ne pour- 
raient varier que sur trois arêtes seulement , et qu'alors elles seraient 
nécessairement constantes. 

Supposons d'abord qu'on ne supprime qu'un angle solide, et soit m 
le nombre des faces de cet angle, ou le nombre d'arêtes qui aboutissent 
à son sommet. En supprimant l'angle solide dont il s'agit , on suppri- 
mera en même temps m arêtes , et les m faces formant l'angle solide se 
réduiront à une seule; donc , si on appelle S* , A' , H' , ce que devien- 
nent les nombres S, A, H, après la suppression d'un angle solide, ou 
«uraS' = S — I, A' = A— m,H'=H— (m— 1 ). De là on tire 
S' -f H' — A' = S + H — A =5 : donc le théorème d'Euler a encore 
lieu dans le nouveau solide. 

Il est clair maintenant qu'on peut supprimer tant d'angles solides 
qu'on voudra du polyèdre donné, et que le théorème, d'Euler aura tou- 
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jours lieu dans le poljèdrc rejstant; car en supprimaut les angles solides 
un à un ^ on a successivement différents polyèdres , dont deux consé- 
cutifs rentrent dans le casque nous venons d'examiner. 

Donc en général, si du polyèdre proposé on supprime tomes les arô- 
tes sur lesquelles Tinclinaison ne varie pas; soit que par cette suppres- 
sion le nombre des angles solides reste le même, ou qu*il devienne 
moindre , le polyèdre restant satisfera toujours au tbéoréme d'Ëuler , 
c'est-à-dire qu'en appelant « , A , a , les quantités qui pour ce poljèdrc 
correspondent aux quantités S, H , A , du polyèdre proposé, on aura 
i+A — a = S+H — A=2. 

Mais dans ce dernier solide, les inclinaisons sur les arêtes devront va- 
rier toutes à-la-fois , puisqn*on a supprimé toutes les arêtes sur lesquelles 
l'inclinaison ne varie pas; donc ce solide rentre dans le premier cas; donc 
.la variation simultanée de toutes ces inclinaisons ne saurait avoir lien 
sans dénaturer le solide. 

Donc enfin un polyèdre convexe quelconque ne peut être changé an 
un autre polyèdre convexe qui serait compris sous les mêmes plans 
polygonaux , et disposés dans le même ordre les uns à Tégard des 
autres. 



FIN DES NOTES. 
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TRIGONOMÉTRIE. 



La Trigonométrie a pour objet de résoudre les triangles , c'est-à^ 
dire, de déterminer leurs angles et leurs côtés parle moyen d'un 
nombre de données suffisant. 

Dans les triangles rectilignes il suffit de connaître trois des six 
parties qui les composent , pourvu que parmi ces parties il y ait 
un côté. Car si on ne donnait que les trois angles , il est visible que 
tous les triangles semblables satisferaient à la question. 

Dans les triangles sphériques trois données quelconques, angles 
ou côtés, suffisent toujours pour déterminer le triangle, parce que 
dans ces sortes de triangles on ne considère pas la grandeur absolue 
des côtés, mais seulement leur rapport avec le quadrant ou le nom- 
bre de degrés qu'ils contiennent. 

Dans les problêmes annexés au livre II, on a déjà vu comment 
les triangles rectilignes se construisent au moyen de trois parties 
données ; les propositions XXIV et XXV du livre V donnent égale- 
ment une idée des constructions par lesquelles on pourrait résoudre 
les cas analogues des triangles spbériques. Mais ces constructions 
qui sont exactes en théorie, ne donneraient qu'une médiocre ap- 
proximation dans la pratique (1), à cause de l'imperfection des 
instruments dont elles exigent l'emploi : on les appelle des méthodes 
graphiques. Les méthodes tri gonomé triques , au contraire, indépen- 
dantes de toute opération mécanique, donnent les solutions avec 
tout le degré d'exactitude qu'on peut désirer : elles sont fondées 
sur les propriétés des lignés appelées sinus ^ cosinus, tangentes, etc., 
au moyen desquelles on est parvenu à exprimer d'une manière très- 
simple les relations qui existent entre les côtés et les angles des 
triangles. 

(1) 11 faut distinguer en effet les 6gures qui ne servent qu^à diriger le rai- 
sonnement pour la démonstration d^un théorème ou la solution d'un problème 
des figures que l'on construit pour connaître quelques-unes <le leurs dimen- 
sions. Les premières sont toujours supposées exactes ; les secondes, si elles 
ne sont pas tracées exactement , donneront des résultats fautifs. 

81, 
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Nous allons d'abord exposer les propriétés de ces lignes et les 
principales formules qui en résultent ; formules qui sont d'un grand 
usage dans toutes les parties des mathématiques , et qui fournissent 
même à l'analyse algébrique des moyens de perfectionnement. Nous 
les appliquerons ensuite à la résolution des triangles rectilignes et 
à celle des triangles sphériques. 

Division de la Circonférence. 

I. Jusqu'à ces derniers temps les géomètres s'étaient accordés à 
diviser la circonférence en â60 parties égales appelées degrés, le 
degré en 60 minutes, la minute en 60 secondes , etc". Ce mode présen- 
tait quelques facilités dans la pratique, à cause du grand nombre de 
diviseurs de 60 et de S60 : mais il était réellement sujet à l'inconvé- 
nient des nombres complejLCs , et il nuisait souvent à la rapidité du 
calcul. 

Les savants, à qui on doit l'invention du nouveau système des 
poids et mesures, ont pensé qu'il y aurait un grand avantage à in- 
troduire la division décimale dans la mesure des angles. En consé- 
quence ils ont regardé comme unité principale le quart de circon- 
férence ou le quadrant, mesure de l'angle droit, et ils ont divisé 
cette unité en 100 parties égales appelées degrés, le degré en 100 
minutes, et la minute en 100 secondes^ 

Nous emploierons désormais la nouvelle division ou la division 
décimale de la circonférence ; cependant comme les tables trigono- 
métriques , calculées suivant cette division , ne sont pas encore as- 
sez généralement répandues, nous aurons soin d'ajouter dans les 
exemples, les résultats que donnent les calculs faits suivant l'an- 
cienne division , ou la division sexagésimale de la cii*conférence. 
La différence ne tombe jamais sur la valeur des côtés , mais seule- 
ment sur la valeur ou plutôt eur l'expression en degrés des angles 
et des arcs. 

II. Les degrés , minutes et secondes se désignent respectivement 
par les caractères • , ' , " : ainsi l'expression 16*'6' 75" , représente 
un arc ou un angle de 1 6 degrés 6 minutes 75 secondes. Si on rap- 
portait ce même arc au quadrant pris pour unité, il s'exprimerait 
par 0,160675. On voit en même temps que l'angle mesuré par cetarc, 
est à l'angle droit :: 160675 : 1000000, rapport qu'on ne déduirait 
pas aussi facilement des expressions données par l'ancienne divi- 
sion de la circonférence. 

Les arcs et les angles sont exprimés indistinctement dans le caK 
cul par des nombres de degrés , minutes et secondes. Ainsi nous dé- 
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signerons Tangle droit ou le quadrant par lOO», deux angles droits ou 
la demi-circonférence par 200*, quatre angles droits ou la circonfé- 
rence entière par 400*; ainsi de suite. 

ni. Le complément d! un angle ou d'un arc est ce qui reste eu re- 
tranchant cet angle ou cet arc de 100*. Ainsi un angle de 2S* -40' a 
pour complément, 74* 60'; un angle de 12.* 4' 62" a pour complé- 
ment, 87'»95'â8". 

En général, A étant un angle ou un arc quelconque, 100*— A 
est le complément de cet angle ou de cet arc. D'où Ton voit que, 
si l'angle ou Tare dont il s'agit est plus grand que lOOo son com- 
plément sera négatif. C'est ainsi que le complément de 160o 84' lu' 
est— 60*84' 10". Bans ce cas, le complément, pris positivement , 
serait la quantité qu'il faudrait retrancher de l'angle ou de l'arc 
donné , pour que le reste fût égal à 100". 

Les deux angles aigus d'un triangle rectai^gle valent ensemble un 
angle drpit : ils sont donc compléments l'un de l'autre. 

IV. Le supplément d'un angle ou d'un arc est ce qui reste en ôtant 
cet angle ou cet arc de 200* , valeur de deux angles droits ou d'une 
demi-çirconférçnce. Ainsi A étant un angle ou un arc quelconque , 
200» — «A est son supplément. 

Dans tout triangle, un angle est le supplément de la somme des 
deux autres , puisque les trois ensemble font 200". 

Les angles des triangles, tant rectilignes que sphériques^ et les 
côtés de ces derniers, ont toujours leurs suppléments positifs ; car 
ils sont toujours moindres que 200© . 

Notions générâtes sur les sinus, cosinus , tangentes, ete. ,fS. 

V. Le sinus de l'arc AM, ou de l'angle ACM, est la perpendiculaire 
MP abaissée d'une extrémité de l'arc sur le diamètre qui passe par 

• l'autre extrémité. 

Si à l'extrémité du rayon CA on mène la perpendiculaire AT jus- 
qu'à la rencontre du rayon CM prolongé , la ligne AT , ainsi termi- 
née , s'appelle la tangente, et CX la sécante de l'arc AM ou de l'angle 
ACM. 

Ces trois lignes MP, AT , CT , dépendantes de l'arc AM , et toujours 
déterminées par l'arc AM et le rayon, se désignent ainsi : MP=«a«t 
AM , ou sin ACJ\I, AT=/a«gf AM, ou taiig ACMTC , z=^séc AM , onséo 
ACM. 

VI. Ayant pris l'arc AD égal à un quadrant , si des points M et D on 
mène les lignes MQ,DS perpendiculaires au rayoQ CD, Tune terminée 
SI ce rayon , l'autre terminée au rayon CM prolongé ; les lignes MQ 
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DS ef es seront pareillement les sinus , tangente et sécante de.Farc 
MD , complément de AM. On les appelle , pour abréger , les cosinus, 
ooiangenie et ooséeante de l'arc AM , on les désigne ainsi : MQ=co« 
AM , ou C08 ACM , DS=co/ AM , ou cot ACM , CS = ooaéo AM, ou coséc 
ACM. En général, A étant un arc ou un angle quelconque, on slgos 
A=:m«(100*— A), cof A= ton^{100« — A), co«^cA=«^c(l00— A). 

Le triangle MQC est par construction, égalau triangle CPM, ainsi 
on a CP=MQ; donc dans le triangle rectangle CMP, dont l'hypoté- 
nuse est égale au rayon , les deux côtés MP , CP sont le sinus et le 
cosinus de l'arc AM. Quant aux triangles CAT , CDS , ils sont sembla- 
bles aux triangles égaux CPM , CQM , et ainsi ils sont semblables en- 
tre eux. De là nous déduirons bientôt les difféi*ents rapports qui 
existent entre les ligues que nous venons de définir; mais auparavant 
il faut voir quelle est la marche progressive de ces mêmes lignes, 
lorsque l'arc auquel elles se rapportent augmente depuis zéro jus* 
qu'à 200% /:i. 

vn. Supposons qu'une extrémité de l'arc demeure fixe en A,, et 
que l'autre extrémité , marquée M, parcoure successivement toute 
rétendue delà demi-circonférence depuis A jusqu'en B dans le sens 
ADB. 

Lorsque le point M est réuni en A , ou lorsque l'arc AM est zéro , 
les-trois points T, M, P, se confondent avec le point A ;d'oà l'on voit 
que le sinus et la tangente d'un arc zéro sont zéro , et que le cosinus 
de ce même arc est égal au rayon , ainsi que. sa sécante. Donc en 
désignant par R le rayon du cercle , on aura 

«mO=0,fa«gfO=0,co«0=:R.«ecÔ=:R. 

vni. A mesure que lepoint M s'avance vers D , le sinus augmente^ 
ainsi que la tangente et la sécante ; mais le cosinus , la cotangente 
et la cosécante diminuent. 

Lorsque le point M se trouve au milieu de AD , ou lorsque l'arc 

AM est de 50"", ainsi que son complément MD , le sinus MP est égal 

au cosinus MQ ou CP, et le triangle CMP devenu isoscèle , donne la 

proportion MP : CM :: 1 : j/2 , ou ain 50« : R :: 1 : j/2. Donc sin 50<* 

R 
=:(?o«S0«=-— =^Rl/2.Dans cemêmecasle triangle CAT devient 

isoscèle cl égal au triangle CDS ; d'où l'on voit que la tangente de 50* 
et sa cotangente sont toutes deux égales au rayon , et qu'ainsi on a 
f a«gf SOo = co^ 50o r= R . 

IX . L'arc AM continuant d'augmenter , le sinus augmente jusqu'à 
ce que le point M soit parvenu en D : alors le sinus est égal au rayon, 
et le cosinus est zéro. On a donc sin 100*z=:R et cas 100" =0 : p* *'«»» 
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peut remarquer que ces valeurs sont une suite de celles que nous 
avons trouvées pour les sinus et cosinus du Tare zéro ; car le corn- 
plémentde lOO^" étant zéro , on a ain 100*=co« O^'zsR et cos 100*=: 
«f«0-=0. 

Quant à la tangente, elle augmente d'une manière très^rapide à 
mesure que le point M s'approche de S ; et enfin lorsqu'il est parvenu 
en D, il n'existe plus proprement de tangente, parce que les li- 
gnes AT, G), étant parallèles, ne peuvent se rencontrer. C'est ce 
qu'on exprime en disant que la tangente de 100« est infinie, et on 
écrit Umg 100»= o& . 

Le complément de 100* étant zéro , on a tang = cot 100* et cotO 
:=tang 100*. Donc cotO= <» et cot 100* = 0. 

X. Le point M continuant à avancer de D vers B , les sinus dimi- 
nuent et les cosinus augmentent. Ainsi on voit que l'arc AM' a pour 
sinus H'F, et pour cosinus M'Q ou CV, Mais l'arc M' Best supplément 
de AM' , puisque AM' ^- M' B est égal à une demi-circonférence ; 
d'ailleurs si l'on mène M'M parallèle à AB , il est clair que les arcs 
AM, BM' , compris entre parallèles , seront égaux, ainsi que les per-* 
peudiculaires ou sinus MP, M'P'. Donc le sinus d'un arc ou d'un an- 
gle est égal au sinus du supplément de cet arc ou de cet angle. 

L'arc ou l'angle A a pour supplément 200* — A : ainsi on a en gé- 
néral 

«mA=sm(200" — A). , 
La même propriété s'exprimerait aussi par l'équation sin (100*-|-B ) 
= sin{ 100*— B ) , B étant l'arc DM ou son égal DM'. 

XI. Les mêmes arcs AM' , AH qui sont suppléments l'un de l'autre, 
et qui ont des sinus égaux , ont aussi les cosinus égaux CP' , CP ; 
mais il faut observer que ces cosinus sont dirigés dans des sens dif- 
férents. Cette difiPérence de situation s'exprime dans le calcul par 
l'opposition des signes : de sorte que si on regarde comme positifs , 
ou affectés du signe -|-, les cosinus des arcs moindres que 100*, il 
faudra regarder comme négatifs ou affectésdusigne—*, les cosi- 
nus des arcs plus grands que 100*. On aura donc eu général 

co« A =— co«( 200* —A) , 
ou cos (100»-4-B)=— co«(100«~B);c'est-à-dire,que/ecoMnti» 
d'un arc ou d'un angle plus grand que 100* est égal au cosinus de son 
supplément, pris négativement. 

Le complément d'un arc plus grand que 100* étant négatif (1 1 l),il 
n'est pas étonnant que le sinus de ce complément soit négatif; mais 
pour rendre cette vérité encore plus palpable , cherchons r^jtpres- 
sion de la distance du point À à la perpendiculaire MP.Si on fait l'arc 
AM=ar, on aura QV=^=eos a? , et la distance cherchée AP ;= R*— cos s. 
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La même formule doit exprimer la distance dii point A à la droite 
MP, quelle que soit la grandeur de l'arc AM , dont Torigine est au 
point A. Supposons donc que le point M vienne en M' , en sorte que 
w désigne Tare AM' , on aura encore en ce point AP' =;; R — gos x ; 
donc co«ar=R— AP— AC— AP— — CP'; cequi fait voir que cos or 
est alors négatif; et parce que CP' =:€P = oo«(200° — x) ^ on di cos 
X =^^^008 (200' — ar), comme on Ta déjà trouvé. 

On voit par là qu'un angle obtus a le même sinus et le même co- 
sinus que Tangle aigu q[ui lui sert de supplément , avec cette seule 
différence que le cosinus de Tangle obtus doit être affecté du signe 
—. Ainsi on aw» 150'' r^MwSO^^iRl/âjet o«« 150* = — co^ôG* 

Quant à Tare ADB égal à la demi-circonférence, son sinus est zéro, 
et son cosinus est égal au rayon pris négativement ; on a donc siu 
200* =0 , et cos 200" = — R. C'est aussi ce que donneraient les for- 
mules ain A = sin (200° — A ) , et oos A =— cos (200* — A ) , en y 
faisant A = 200*. 

XII. Examinons maintenant ce que devient la tangente d'un arc 
AM' plus grand que 100**. Suivant la définition , elle doit être déter* 
minée par le concours des lignes AT, CM'. Ces lignes ne se rencon* 
trent point dans le sens AT, mais elles se rencontrent dans le sens 
opposé AV ; d'où Ton voit que la tangente d'un arc plus grand que 

100 est négative. D'ailleurs, si on observe que AV est la tangentç 
de l'arc AN supplément de AM' (puisque NAM' est une demi- 
circonférence), on en conclura que la tangente d'un arc ou d'un an^ 
gleplus grand que 100* est égale à celle de son supplément, prise né" 
gativement, de sorte qu'on a 

tang A =— tang ( 200* — A ). 
Il en est de même de la co tangente représentée parDS', laquelle est 
égale , et en sens contraire à DS cotangente dç AM. On a donc aussi 

cot A:;=— cof (200'^ —A). 
Les tangentes et les cotangentes sont doue négatives , ainsi que le§ 
cosinus , depuis lOOo jusqu'à 200**. Et, dans cette dernière limite , 
onafan^200*=:0 et co* 200» =— iîo*d=— » .. 

XIII. Dans la trigonométrie il n'y a pas lieu de considérer les sinns^ 
cosinus , etc. , des arcs ou des angles plus grands que200« ; car c'est 
toujours entre et 200» que sept compris les angles des triangles 
tant rectilignes que sphériques , et les côtés de ces derniers. Mais 
dans divers applications de la géométrie , il n'est pas rare de consi- 
dérer des arcs plus grands que la demi-circonférence , et même des 
arcs comprenant plusieurs circonférences, llest donc nécessaire 
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de trouyer l'expression des sinus ël cosinus de ces arcs , quelle que 
soit leur grandeur. 

Observons d'abord que deux arcs égaux et de signes contraires 
AM , AN , ont des sinus égaux et de signes contraires MP, PN, tandis 
que le cosinus CP est le même pour l'un et pour l'autre. On a donc 
en général 

sin ( — a?) c=-^ sin x 

formules qui serviront à exprimer les sinus et cosinus des arcs né- 
gatifs. 

Depuis 0* jusqu'à 200" les sinus sont toujours positifs, parce qu'ils 
sont situés d'un même côté du diamètre AB; depuis 200* jusqu'à 400» 
les sinus sont négatifs , parce qu'ils sont situés de l'autre côté de ce 
diamètre. Soit ABN' = r un arc plus grand que 200* , son sinus P'N' 
est égal à PM sinus de l'arc AM = a? — 200* ; donc on a en général 

Binx'z:^ — 5a»(ir— 200°). 
Cette formule donnerait les sinus entre 200° et 400° au moyen des 
sinus entre 0° et 200°; elle donne en particulier sin 400°=::= — sin 
200° = 0; il est évident en effet que si un arc est égal à la circon- 
férence entière, les deux extrémités se confondent en un même 
point , et le sinus se réduit à zéro. 

Il n'est pas moins évident que, si à un arc quelconque AM on 
ajoute une ou plusieurs circonférences, on retombera exactement 
sur le point M , et l'arc ainsi augmenté aura le même sinus que l'arc 
AM ; donc si C désigne une circonférence entière ou 400° , on aura 

«in^ = stn (C-|-ir)= sin (20-}-^) =^sin (SC-|-^)etc. 
La même chose aurait lieu pour les cosinus, tangente , etc. 

Maintenant , quel que soit l'arc proposé ^ , il et facile de voir que 
son sinuspourra toujours s'exprimer, avec un signe convenable, par 
le sinus d'un arc moindre que 100°. Car d'abord on peut retran- 
cher de l'arc x autant de fois 400° qu'ils peuvent y être contenus ; 
soit le reste y , on aura sin x = sin y. Ensuite si y est plus grand 
que 200°, on fera y = 200° -{-z^et on aura siny=: — sin z. Tous 
les cas sont donc réduits à celui où l'arc proposé est moindre que 
200°, et comme d'ailleurs ouasin (100° -f- 3?)= sin (100° — x) , il 
est clair qu'ils se réduisent ultérieurement au cas où l'arc proposé 
est entre zéro et 100°. 

XIV. Les cosinus se réduisent toujours aux sinus en vertu de la for- 
mule co«A=:«t«(100°-^ A), ou, si l'on veut, de la formule cos 
A =5t» ( 100° -f" ^ ) > âiiisi , sachant évalujer les sinus dans tous les 
cas possibles, on saura de même évaluer les cosinus. Au reste, on 
voit directement par la figure que les cosinus négatifs sont séparés 
des cosinus positifs par le diamètre DE , en sorte que tous les arcs 
dont l'extrémité tombe à gauche de DE ont un cosinus positif, tan- 
dis que ceux dont l'extrémité tombe à droite ont un cosinus négatif. 
Ainsi de 0° à 100° les cosinus sont positift , de 100° à 800° ils sont 
négatifs, de 800° à 400° ils redeviennent positifs ; et après une ré- 
volution entière, ils prennent les mêmes valeurs que dans la révo- 
lution précédente, car on a aussi co« (400°-}- a?) :=:cos x. 
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D'après ces explications , il est aisé de voir que les sinus et co- 
sinus des arcs multiples du quadrant, ont les valeurs «aivantes : 



sin 0'»=0 
8in 200«=0 
sin 400»=d) 
sin 600"=:0 
sin 80O«=O 
etc. 



sin lOO^'zisR 
sin 800°=— R 
sin ë;00«=R 
sin 700«=— R 
sin 900°=R 
etc. 



oos 0°=R 
cos 200°=— R 
cos 4Ô0«=R 
cos 600°=— R 
cos 800°=R 
etc. 



cos 100°=0 
cos â00°=0 
cos 800°=0 
cos 700«=0 
cos 900°=0 
etc. 



£n général A; désignant un nombre entier quelconque, on aura : 



sin ^k. 100' = 0, 

sin (4Jk4-l) . 100* =R 

sin (U — l) . 100*^ — R 



co« (2* + l) . 100" = 

cos Ak. 100* = R 

cos (4 Jk + 2) . 100' = ■ 



R 



Ce que nous venons de dire des sinus et cosinus nous dispense 
d'entrer dans aucun détail particulier sur les tangentes, cotangen- 
tes, etc., des arcs plus grands que 200*; car les valeurs de ces quan- 
tités et leurs signes sont toujours faciles à déduire de celles des si- 
nus et cosinus des mêmes arcs , ainsi qu'on le verra par les formu- 
les que nous allons exposer, 

Théorèmes et formdes concernant les sinus, cosinus, tan- 
gentes, etc. 

XV. Le sinus tTun are est la moitié de la corde qui sous-tend un arc 
double, f. 1. 

Car le rayon CA, perpendiculaire à MN , divise en deux parties 
égales la corde MN et Tare sous-tendu MAN ; donc MP, sinus de l'arc 
MA , est la moitié de là corde MN qui sous-tend l'arc MAN , double 
de MA. 

La corde qui sous-tend la sixième partie de la circonférence est 
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égale au rayon; donc sin -tt-ou sin S8* ^z=^R, c'est-à-dire que le 

sinus du tiers de l'angle droit est égal à la moitié du r^^çn. 

XVI. Le quarté du. sinus d'un arc plus le quarré de son cosinus est 
égal au quarré du rayon, de sorte qu'on a en général sin ^A-|- cos *A 

=R=(1). 

Cettepropriété résulte immédiatement du triangle rectangle CMP, 

oùl'onaMP + CpLcM! 

Il s'ensuit qu'étant donné le sinus d'un arc on trouvera son cosi- 
nus, et vice versa, au moyen des formules cos A=+l/(R^ — 



(1) On désigne ici par^i/i^ A le quarré de si» A, et semblablement par cos^ X 
le quarré de cos A. 
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«tn^A),«i«A=4:j/(R^ — co«aA). Le double signe de ces for- 
mules rient de ce que le mêfme sinus MP répond à deux arcs AM, 
AM' j dont les cosinus CP , CP' , sont égaux et de signes contraires , 
comme le même cosinus CP répond à deux arcs AM, AN, dont les 
sinus MP, Prfsont pareillement égaux et des signes contraires. 

Ainsi, par exemple, ayant trouvé sin ^^*^-=^R, on en déduira 
c£>5 3â«>^ou«m66'*§==i>'(R^ — lR2)==l/fR^ = iRl/â. 

xvn. Étant donnés les sinus et cosi?ius de F arc A, on peut trouver les 

tangente, sécante^ cotangente et cosécante du même arc au moyen des 

formules suivantes ? 

, R «m A , , R^ , R co« A , . R^ 

tang A= , «ec A= -, co/ A= — : — — -, cosec A =- 



vos A cos A, sin A sin A 

En effet les triangles semblables CPM , CAT , CDS donneqt les pro- 
portions : 

CP : PM :: CA : AT ou cos A : sin A :: R : tang A= 



CP : CM :: CA : CT ou cos A : R :: R : séc A : 



cos A 
R3 



PM : CP :: CD : DS ou sin A : co« A :: R : cot A 



PM : CM : CD : CS ou sin A : R :: R : cosëc A= 



cos A 

R cos A 



sin A 
R2 



,stn a' 

d'où Ton tire les quatre formules dont il s'agit. On peut observer 
au reste que les deux dernières formules se déduiraient des deux 
premières en mettant simplement 100» — A au lieu de A. 

Ces formules donneront les valeurs et les signes propres des tan- 
gente», sécantes , etc., pour tout arc dont on connaîtra le sinus et 
le cosinus ; et comme la loi progressive des sinus et cosinus , selon 
les différents arcs auxquels ils se rapportent, a été suffisamment dé- 
veloppée dans le chapitre précédent , il ne reste rien à désirer sur 
la loi que suivent semblablement les tangentes , sécantes , etc. 
' On peut confirmer aussi par leur moyen plusieurs résultats qui 
ont été déjà obtenus relativement aux tangentes; par exemple, 
si Ton fait A =100% onaura^in A=R, et co«A=o^ donc fana lOO"" 

R^ 
=--, expression qui désigne une quantité in&nie; car R^ divisé 

par une quantité très-petite, donnerait un quotient très-grand; 
donc R^ divisé par zéro donne un quotient plus grand que toute 
quantité finie. Et parce que zéro peut être pris avec le signe-}- ou 
avec le signe — , on aura la valeur ambiguë tony 100'=+co , 
Soit encore A=200° — ^B, on aura sin A=isin B, et cos A= — cosB\ 
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x*^^ «V R«mB R«mB 

donc fawcf (200o — B^ = ;; = =- = — tang B, ce qui 

^ ^ — cosB Qos B 

s'accorde avec l'art! xii. 

XTiii. Les formule? de l'article précédent, combinées entre elles et 
avec l'équation sin^ i-|-cM^A =iR^, en fournissent quelques au- 
tres qui méritent aUfntion. 

On ad abord R -|-*a»cf A=R^4- = — ^ ^-r- 

C0S2 A cos^ A 

R* 
= , donc R^4-faMa^A^=«ec^ A, formule qui se déduirait 

C08^ A 

immédiatement du triangle rectangle CA!Ç; on aurait de même, 
parles formules ou par le triangle rectangle CBS, R^ -j-co*^ A= 
'coséc^ A. 

Enfin si on multiplie entre elles les formules tang A = ' 

cos A 

cot A=. , on aura tang A ^ cot A=z R^, formule qui donne 

«m A 

cof A=Œ , et tonfl A=: :^. On aurait de même cot B=: 

tang A cos A 

Donc cot A : cotB :: tangB : fa^^ A; c'est-à-dire , que les co- 



tangB 

tangentes de'deux arcs sont en raison inverse de leurs tangentes. 

Cette formule cof A X tang A=±R^ se déduirait immédiatement 
de la comparaison des triangles semblables CAT, CBS, lesquels don* 
nent AT : CA :: CD : DS ; ou tang A : R :: R : cot A. 

XIX. Étant donnés les sinus et cosinus de deuœ arcs a ef b , on peut 
déterminer les sinus et cosinus de la somme et de la différence de ces arce^ 
au moyen des formules suivantes: 

sin (/> + /> }=i "^'^^^^^^+"^'^^^^^^ 

R 

• / i \ — **^ ^ cos h-^-sin b cos a 

stn (a— o) — . : ^> 

^ R 

cos a cos h "—sin a sin h 

c« (o+^)=— •• y 

R 

cos a cos h-^-sin a sin h 

cos{a'^b):= • • 

R 
Soit le rayon AC=R, l'arc AB=:a, l'arcBD^ziô, et par consé- 
quent ABB=a-|-i&,Des points B et B abaissez BE, DFperpendiculaires 
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ftur AG ; du point D menez DI perpendiculaire sur BG , enfin du point 
I menez IK perpendiculaire et IL parallèle à AG, f. â. 

Les triang^les semblables BG£ , IGK donnent les proportions 

GB : GI : : BE : IK ou R : CM ft : : ain a : : IK = ^'"^ ° ^""^ ^ , 

GB : GÎ : : GE : GK ou R : co« fc ; : co« a : CK=^^L±2^ . 

R 

Lç3 triano^les DIL, GBE, qui ont les côtés perpendiculaires chacun- 

à chacun, sont semblables et donnent les proportions 

GB :DI :: GE : DL ou R : sin h :: cos q : DL= ^* ^ **"* * 



GB : DI ::BE : ILou R : sin h :: ain a : IL : 



R 
ain a ain b 



R 

Mais on a 

IK + DL+DF=«n{a + ô),etGK — IL = GF=co«(a+i&). Donc 

«m(a + ft)= '.^L , 

co« («+ 5)= J _• 

li serait facile de déduire de ces deux formules les valeurs de ain 

(a — i&)et deco« (a — h)\ mais on pçut les trouver directement par 

la même figure. En eflFet, si on prolonge le sinus DI jusqu'à ce qu'il 

rencontre la circonférence en M, on auraBM = BD =6, et MI = 

ID zzzain h. Par le point M menez MP perpendiculaire et MN parallèle 

à AC*; puisque MI=DI , on au^ra MN = IL , et IN = DL. Mais on a 

IK— IN=MP = mt {q — h\, et CK-|-MN= GP =co5 (a — 5); 

donc 

. , -. ainacosh — ainhcoaa 
a%n{a — ^0)=— ^ — 



€08 [a — h)z 



R 
coa a coa h-^-ain a ain b^ 



R 

Ce sont les formules qu'il s'agissait de démontr&rw 

On pourrait craindre que la démonstration précédente ne fût pas 
assez générale, parce que la figurequ'on a suivie suppose les arcs a 
et 6, et même a-|-6pluspetitsquelOO". Mais d'abord la démonstra- 
tion s'étend sans peine au cas où a et è étant plus petits que 100'», leur 
somme a -j- b est ^ 100**. Alors le point F tomberait sur le prolon- 
gement de AG, et le seul changement à faire dans la démonstration , 
serait de prendre co« (a-|-'&)= — GF; mais comme on aurait eu 
même temps GF = IL — GK , il en résulte toujours coa{a'^bz=. GK. 
T- IL , ou R coa ( a -|- i^) :=: ooa a coa b — ain a ain 6. 
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Supposons maintenatit que les formvTes 

R sin (a -j- b) ==:sfn a cos h -\- sin h cos a, 
R co» (a -j- i& ) =; cos a cos b — sin asin b r 
soient reconnues exactes pour toutes les valeurs de a et àeb, moin- 
dres que les limites A et B, îe dis qu'elles auront encore lieu lors- 
que ces limites seront 100**-]- A et B. 

En effet, on a généralement , quel que soit Tare jr, 
sin ( 1 00" -t- j?) ii= C05 ^, 

cos (100° 4"^) = — **** ^« 
Ces équations sont manifestes lorsque ^ est <] 1 00<» , et on s'assure ai- 
sément qu'elles ont lieu pour toutes les valeurs de x, au moyeu de 
la ftgr 18, où MM" et M'm'" sont deux diamètres perpendiculaires 
entre eux,' et où Ton peut prendre successivement pour a? les va- 
leurs AM, ADM' , ADBM", ADBEM'" , ou ces valeurs augmentées de 
tant de circonférences qu'on voudra. 
Cela posé , soit ^ =: w -|- 1 , on aura 

sin ( 100" -{- w -|-i!>) = co« (m -f b)^ 
CM(100*>-}-»^*-r*) = — sin{m'['b). 
Mais , suivant l'hypothèse > on connaît les valeurs des seconds mem- 
bres , tant que m et & n'excèdent pas les limites A et B \ donc dans^ 
eettemème hypothèse on aura : 

R sin (lOO'' -|-w •X^b)z=zcosm cos b -^^sin m sin h, 
R co« (100** -\-m-\-b) -^^-^sin m cos b — cos m sin b. 
Soit 100** -|-w = a, puisqu'on a «in (100** -f-*»*) =co« m et cos (100**^ 
-J- m == — sin m, il en résultera cos w= sin a et sin m=z^ cos a '^ 
donc en faisant cette substitution dans les équations précédentes , 
on aura : 

R sin {a^b):^z sin a cos b -|- cos a sin b, 
R cos ( a -i- i^) = cos a cos b — « sin asin b. 
D'où l'on voit que ces rormules, qui n'étaient démontrées d'aDord 
que dans les limites a <[A^ i& <^B,le sont maintenant dans les li- 
mites plus étendues a <^ 100**-|-A , i&<^B. Mais , par la même raison , 
là limite de b pourra être reculée de 100** , ensuite celle de a, ce qui 
peut se continuer indéfiniment ; donc les formules dont il s'agit oot 
lien , quelle que soit la grandeur des arcs a et b. 

L'arc a étant composé de la somme des deux arcs O'-^beib, ou 
aura , d'après les formules précédentes , 

"Rsin a=sin (a — b ) cos b -^-cos {a-^b) sin b, 
"Koos a:=:cos(a — 'b) cosb-^sin {u'^bisin b, 
£i de ceUes-cii on tire : 

R sin {a — b) :^2sin a cos b-^sin b cos a, 

R cos {a^^b)^:zeos a cos b-^^sin a sin b, 

formules^ qui auront encore lieu pour toutes valeurs de a et de b, 

XX* Si dans les formules de l'article précédent on fait i&=a, la 

première et la troisième donneront 

. _ 2 sin a cos a ^ cos^ a — sin^ a 

stn 2 a= , cos 2 a = . 



R ' R 

Celles-'ci serviront à trouver le sinus et le cosinus d'un arc double , 
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lorsqu'on coimaît te sinus et le cosinus de Tare simple. C'est le pro- 
blême de la duplication d'un arc. 

Réciproquement pour diviser un ai*c donné a en deux parties 
égales y mettons dans les mêmes formules ^ a à la place de a , nous 
aurons 

', C08 a^r- ^ 



R R 

Or, puisqu'on a tout-à-la-fois cos^ | a-^sin^^ a=R2 et cos^ i a — 
sin^ 5 a=:R co« a, il en résulte 

€08^ I a= ^ R^-f iR c<>«a et «V ia=iiR^— iR cos a, donc 

«n|a=i/'{AR — iRco«a), 

co« ^ a= 1,/ (1 R^ -f-| R (»« a). 

Ainsi, en faisant a= 100°, ou cos a=:0, on a sin SO*»=co« SO'^mp/' 

|R^ = Rj/|; ensuite si l'on fait 0=50**, ce qui donne cos a=R 

|/^, on aura «in 25*=Ri/(l— i|/i ) , et cos 5t5'^=R^/(i-4|/J). 

XXI. On peut aussi avoir les valeurs de sin^a et cos^a exprimées 
par le moyen de sin a , ce qui sera utile dans beaucoup d'occasions^ 
ces valeurs sont : 

*inla==:^l/(R2 + RMna)— ip/(R2— R«»a) 
cos^a=^l/'{l^''^^sina)J^ll/'{K''—Ksina). 
En effet, si on élève la première au quarré, on aura sin^ ia=^(R^-|- 
R«wa)+i(R2— R^ma)— i|/(R*— R^«n^a)=iR^-4Rco«a; 
on aurait de même co« ^ ^ a = 5 R^ ^i i R cos a , ce qui s'accorde avec 
les valeurs précédentes de «m 5 a et cos^a. Il faut cependant obser- 
ver que,si cos a était négatif, le radical ^/(R^ — R sin a) devrait être 
pris avec un signe contraire dans les valeurs de«tn ^a et cos ^ a, ce 
qui changerait l'une dans l'autre. 

xxn. Au moyen de ces formules, il est facile de déterminer les si- 
nus et cosinus de tous les dixièmes du quadrant. 

Et d'abord soit^tn 20** = ar, 2 jr sera la corde de 40**, ou le côté du 
décagone régulier inscrit; or ce côté est égal au plus grand segment 
du rayon divisé en moyenne et extrême raison (5,4); donc si on 
fait le rayon égal = l , on aura 1 : 2a?:: 2a?: 1 — 2a?. De là on tire 
4a;'^ = l— 2a;,oua;^-f^a?=i; donc (a? + i)2 = i+j-=4-; donc 
a?-fi=^l/6,et enfin a?ou«n20°=^(—l-f 1/5). 

Cette valeur, élevée au quarré, donne sin^^O°=: /"^ ; 

10 -4-21/5 

donc 1— «tn^ 20«, ou cos ^20°= "T^ . Mais cos'^a — «V a = 

lt> 

a. . ,. . «^ 4 + 41/5 1+1/5 

cos 2 a, donc cos 40** ou stn 60°= — -— — = — 4 • 

16 4 

Maintenant, si dans les formules du n* xxi on fait R=: 1 , 0= 20'*, et 

sin a=:\ (— 1 + 1/8) , on en déduira 

sin 10»=ii/(8+l/5)— ii/(5— 1/5), 
cos 10o=Ii/(s4-t/5)+l|/(5-l/5). 
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Si easuitQ onfait daùs lies mêmes formules a=::^0^ , et sin a =-^ ( 1 1 
' 4"P^ ^)y on aura 

sin âO"==ii/(5+|/5)_li/(3-|^S) , 

cos âO"==ip/(s4-k^)+il/(^— l/s). 

Avec CQS valeurs et celles qu'on connaît déjà de «in 60*', et de sin^ 
100** , on peut former le tableau suivant : 

sin 0° = cos 100'» = 0, 

sin 10« == cos 90- == {{/(S-f-p/d)— |l/(5— 1/6) , 

sin ^0^ = cos 80° = 1( — 1-fl/o), 

sin 80° = cos 70° = i|/ ( 5 -fl/S)—^ 1/(^—1/6), 

sin 40° = cos 60° = {1/(10— 2 |/H)^ 

«t» 50° = cos 60° = ^1/25, 

«in 60° z= co« 40° = i(l-f.p/6), 

4in 70° = C05 âO° === ii/(^6,-[-t/o)+ij/(â-Tl/6), 

«tn 80° = co« .20° = 1^/(10 + 21/6), 

ctn 90° = co« 10» = ii/(S-|-^/54.ip/(6 — 1/6), 
*tn 100° — C05 0° :;= L 

Ces valeurs peuvent se simplifier encore puisqu'on a l/(8-|-l/5 )- 
=^l/10-f||/2 eti/(3^t/6)=^|/10— i|/2; d'où Ton voit- 
qu'en regardant comme connues |/2 , |/6 et |/lO , il ne reste que 
quatrç extractions de racines quarrées à faire pour avoir les valeurs 
des sinu& et cosinus de tous les arcs multiples de 10^. 

xxm.Nous tirerons d€ ces formules deux conséquences remarqua- 
Lies; 1° Puisque 2«în40° est la corde de 80°, ou le côté du penta- 
gone régulier inscrit, ce côté=:^|/(10 — 2^/6), son quarré = 

jQ 2|/6 

j-^- — . Le côté du décagone régulier = 2 «n20«:=:|( — 1-|- 

^/6), son quarré =i(6 — 2|/6); or 1(10 -rr 2i/6) = 1+ i, 
(6 — 2|/6). Donc la somme faite du quarré du rayon et duquarré 
dUi^côté du décagone, est égale au quarré du pentagone régulier inscrit. 

2° Entrç Iqs sinus des divisions décimales impaires du quadrant , 
on a celte relation 

sin Oa'^-jrMn §0°-|- «in 10°=«in 60°-f-«in 70° , 
et les divisions paires donnent semblablement sin 60°= «in 20°-|-5. 
Mais ces formules ne sont que des cas particuliers, et on peut dé- 
montrer que w étant un arc d'un nombre quelconque de degrés , 
on a 
sin (100*--a;) + *m(20* + a:)+«m(20'»— .x>=*m(60*--3r) + «n(60»4-jr). 

En eflFet, là formule «in ( a -}- fc ) -|- sin ( a — h ) = 2 sin a cos h, donne 
sin ( 20° 4- :f ) + «in ( 20^—0? ) = 2«in 20° cos x , 
sin ( 60" 4" ^ ) 4" **^ ( 60°— :r ) = .2 sin 60° cosx. 
Donc , puisqu'on a sin ÔO"* — sin 20°= 5, et cosx=zsin ( 100° — j?), ces 
deux équations retranchées l'une de l'autre donneront 
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Formale d'où Tou tire Téquation des divisions impaires eu faisant 
;r= 10** , et qui en général peut servir à la vérification des tables de 
siiLus. 

XXIV. Si dans les formules première et troisième de l'article iix , 
on fait i6= 2 a, on aura 

sin 2 a cos a 4- cos2asin a _ cos2 a cas a — stn2sina 
WnSa = — -^ ■ — -, cosZ a=z ^ i-% 

Substituant dans celles-ci, au lieu de sin% a eicos 2a, les valeurs 
trouvées daûs Tarticle xx , et simplifiant tes résultats au moyen àé 
Téquation «in^ a -j" cos'^azzz^^y on aura 



8tn o a = é8tna' 



W 



4 cos' a 

C08 8 a= - — 3 C08 a. 

K 

Ces formules qui servent à la triplication des arcs , peuvent ser- 
vir à opérer leur trisection ou division en trois parties égales. En 
effet, si on faitsm â a=c ei8ina=a;, on aura pour déterminer ûf 
l'équation c R^ = 8 R ^^ — 4 a?'. D'où l*on voit que le problême de 
la trisection de Tangle , considéré analytiquement, est du troisième 
degré. 

Si dans les mêmes formules de l'article xix, on fait successivement 
5=8 a, 5=4 a, etc., on aura les sinus et cosinus des arcs 4 a, Sa, 
etc.; c'est-à-dire, en général, les sinus et cosinus des multiples 
de a. Réciproquement les formules qui servent à la multiplication 
des arcs, donneront les équations à résoudre pour diviser un arc 
donné eu parties égales; c'est-à-dire, pour déterminer sin a ou cos a, 
lorsqu'on connaît sin n a et cos n a\ 

XXV. Développons encore les Valeurs de sin 5 a et cos 5 a, et pour 
cela prenons les formules 

• / «a I a \ »m 8 a cos 2 a -4- cos 8 a sin 2 a 

«t«(8a-4-2a)= ! ; : » 

,^ ,^ V cos^acos^la — sin^asin^a 

cos (8 a -4-2 a)t=± ■ ■ -' 

R 

Si on y substitue les valeurs déjà trouvées art. xx et xxiv, on aura 

après les réductions j 

20 5m ' a , leWnJsa, 
«n 5 0=0 «m a- — 1 r^^ 

20 co8^ a , 16 cos^ a 

cos 5 a = cos a -— 1 . 

R n* 

D'où l'on voit que le problême de la quintisfection de l'angle serait 
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du cinquième degré, eft ainsi des autres divisions par les nombres 
7,11,18, etc. 

XXVI. Soit proposé pour exemple de tréurer laTaleur de sin 1* ap- 
prochée jusqu'à quinze décimales, ce qui peut être utile pour la 
construction des tables de sinus. L'expression de «iw 10**, trouvée 
tC* XXII, étant réduite en décimales dans la supposition de R=: 1 , 
donne sin 10» = 0. 1^64S M650 40^81 ; de là on tire, par la for- 
mule du n^ XXI , sin 5«= 0. 0784S 90957 27845. 

Soit maintenant sin l'^zzzx, il faudra, pour avoir jr, résoudre 
Féquation 

16ir5_20a?^ + 5jr=0. 07845 90957 2784^. 

Si , pour abréger, on fait le second membre =: c, on aura à-peu- 
près5ar— 20^' = c,et^ = ic + 4{ic)'. Oric=:0. 01569 18191 
et 4 (|c) ' 3^0.00001 5456 ; donc on a , pour première approxima - 
tion , a?=0. 01570 7275, valeur qui n'est en erreur que dans la hui- 
tième décimale. Pour en avoir une plus exacte, soit ^ = 0.01570 7S 
-{-y, on aura, en substituant dans, l'équation proposée, et négli- 
geant le quarré et les autres puissances de y, 

0.078459009424927-1-4.985201 7 y =0.078459095727845 ; d'où l'on 
tire y = 0.0000000178 118207, et 

a;ousinl^ =0.01570 78178 118207. 
Du sinus de 1° ou 100' , on déduirait Semblablement les sinus de 50', 
de 10' , de 5' , et enfin celui de 1'. 

XXVII. Les formules de l'article X4x fournissent un grand nombre 
de conséquences , entre lesquelles il suffira de rapporter celles qui 
sont de l'usage le plus fréquent* On en tire d'abord les quatre sui- 
vantes : 

sinacosh:=z^ Ksin (a-^i&)-|- J Rsin (a — b)^ 
sin h cos a =^ R sin\a -|- 6) — ^ R $tn ( a — 6) , 
cos a cosb=:l'R. cos {a — h) -}-^Rco« (o -|-fc), 
sin a sin 5=^ Rco« (a — i&) — ^ ^Rco* (a -|-i&), 
lesquelles servent à changer un produit de plusieurs sinus ou co- 
sinus , en sinus et cosinus linéaires ou multipliés seulement par des 
constantes. 

xxvni. Si dans ces formules on fait a -|- i& z=: /) , a — i& = g , ce qui 

donne a = ■ ^ , o =C ± on en déduira 

2 2 

2 

stn p + stnq = ^^^^sinl{p']-q)cos^{p — q)^ ^ 

MX 

S 
stnp — êin q=: -r-Bini:(p—q)cot)i{p-{-q), 
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cos /) 4- co« g = _ 008^ (p + q) f>os 3 (p — ç), 

cosq — cos p:=:i ~ «ni <p + ç) sin j (p -f- ç), 

Nouvelles formules qu'on emploie souvent dans lès calculs trigono-^ 
métriques pour réduire deuiL termes à un seuL 

XXIX. Enfin, de ces dernières on tire encore par la division, et 

8tn a tanga R 

ayant égard à ce que — = — r — = , celles qui suivent î 

^ ^ ^ C08 a R cota' ^ . 

8inp-]-8tnq _ 8in^{p-^q)co8^{p~q) __ tang^ {p-jrq) 

sinp — sin q cos ^ (/) + 9) **** a iP — 9) *^^9 à (j»'~5) ' 
8in p -f sin q _ sin ^ (p-f g) _ tongf ^{p^q) 

cos p-^- cos q co«|f(|)-|-g') R 

sin p -j- sin q cos ^{ p— q) cot^ ip-^q) 

cosq — cosp sin^{p — q) R 

sin p — sin q sin ^{p—^q) _^ t^^ng |-,_(P """4J - - 

cos2^'{'Cosq cos ^ {p — q) R 

sinp — êin q cos ji iP'^q) ^^^ M P H" ? ) 

C08 q — cos p sin j {p-^-q) R 

co8p'\' cos q C08 I (p + ç) C08 ^ (p — g) cot 5 ip-^-q) 

cos q — cos p sin ^ (/> + 9) «««5(2? — q) iang 5 {p — p) 
sin ip + q) _ ^sin^{p + q)co8^ (p + q) _ co»Hp + 9) 
w«p+ **^9 ^Isin^ (p-^q) cos^ {p — q) cos ^ {p — q) 
sin ip + q) ^ ^sin^ (^^-qr) cog | (p + q) _ sin | {p -f-ç.) 

sin p ' — sin q 2i sin ^ (p —«y) oo« i (p-j-?) **^ a i/' "^ 9 ) 

Formules qui sont l'expression d'autant de théorèmes. 
De la première il résulte que la somme des sinus de deux arcs est à 
la différence de ces mêmes sinus , comme la tangente de la demi^somme 
des arcs est à la tangente de leur demi-différence, 

XXX. Si on fait 6= a ou 5=odansles formules des trois articles- 
précédents, on aura les résultats qui suivent : 

co«^a=:jR2^iR co«â a 
sin^ a=^ R — ^ R co< â a 

^ , 2 cos^ ^ p 
Jk-\-cosp = g-^^ 

%sin^lp 



R — cos p '=z. 



U. 
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^sin^pcoa^p 

„„ p = _ 

sin p tongf ^p R 

«m |) cotji p R 

R — cosp R ^ tang^p 

R -f ooap _ cot^ Ip _ ^^ , 
R — cos|3 R^ tang2 ^p 

XXXI. Pour développer aussi quelques formules relatives aux tan- 
gentes , considérons Texpression 

fana (a-4-i&)= , ■ . . v > dans laquelle la substitution des 

valeurs de sin {a -^^ h) et cos (a -|- '^ ) > donnera 

, , : R («t» a cos5-4-««» 5 cosa) 

tang ( a + i&) , =— ^ r — ' . , v — - 

^ ' 008 a cos b — sin b stn a 

^ . cos a tanq a , . cos b tanq b _ . 

Or on a «m a = — ^^ et stn b = — , substituant 

R R ' 

ces valeurs et divisant ensuite, tous les termes par cos a cos b, on 



aura 



^ V » ^ R^ — iang a tang b 

C'est la valeur de la tangente de la somme de deux arcs , exprimée 
par les tangentes de chacun de ces arcs ; on trouverait de même 
pour la tangente de leur diflFérence 

, _. K^ (tanq a -^ fana b) 

tang(a — b)=z v> ■ ^• 

^ ^ Ra ^ tang a tang b 

Soit j&=a, on aura pour la duplication des arcs la formule 

^ 2 R3 tang a 

tang^a=— —^ , 

R^ — tang a 

d'où résulterait 

cot ^ a=: rp- = r — 5 tang a •= l cot a — \ tang a. 

tang 2 a % tang a ^ ^ ^ ^ ^ 

Soit i&:=2 a, on aurait pour leur trîplîcation la formule : 

R ^ — tang a tang 2 a 
Dans laquelle si on substitue la valeur de tang 2 «, on aura 
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fana 8 « = — 2! 2 

^ Ra — Ston^^a 

XXXII. Le développement des formules trigonométriques , consi^ 
dérédans toute sa généralité , forme une branche importante de 
l'analyse, sur laquelle on peut consulter l'excellent ouVrage d'Euler, 
intitulé : Introductio in anal, Inf, , ou sa traduction j^ar M. Labey. 
Nous croyons cependant devoir démontrer encore les formules qui 
servent à exprimer le sinus et le cosinus en fonctions de Tare , for^ 
mules dont la connaissance est supposée dans la note v et qui d^ait 
leurs sont nécessaires pour la construction des tables. 

Et d'abord , supposant le rayon = 1 , ce qui n*altère pas la géné- 
ralité des résultats , on a la formule cos^ A -|- sin^ A= 1 , dont le 
premier membre peut être regardé comme le produit des deux fac- 
teurs imaginaires cos A -l- 1/— 1 sin A et coa A — |/— 1 sin A. Si 
on multiplie ensemble deux facteurs semblables cos A -|- (/ — 1 
sin A , cos B -j- p/^— * 1 sin B , le produit sera cos A cos B — sin ksin 
B -|- {sin A co«B -}- sin B cos A) \/^ — 1 , et il se réduit par consé- 
quent à la forme cos (A-|-B)-|-k^ — 1 **** {^"f"^)* laquelle est 
semblable à chacun des facteurs. On a donc en général 
{cosk^^—\sink)[cosY^'\^--\sin^)z=zcos{k'{^^^ 
et il est remarquable que la multiplication de ces sortes de quanti- 
tés s'exécute en ajoutant seulement les arcs, ce qui est une propriété 
analogue à celle des logarithmes. On en conclura successivement. 
(cos A -|- jX — 1 sin A) (co* A 4- j/ — 1 sin k)z=zcos 2 A -|- j/ — 1 sin 2 A 
{cos A -U iX— 1 sin A) {cos'^k +l/— ^ sinM)=cos^ A 4- j/— 1 sin 3 A 
(c(?« A-{- j/— 1 «m A)(co58A-f p^— l«inSA)=cos4 A-f- p/— 1 sin 4 A 

etc. 
Le premier produit est égal à ( cos A -f- 1^ — I **« A)^ , le second est 
égal à (co« A -j- |/ — 1 sin A)' ; et ainsi de suite. Donc en général , 
n étant un nombre entier quelconque , on aura 

(co« A -|- 1/* — 1 sin A )» = cos n A -}- [/^ — ' 1 sin n A. 
De là résulte , en changeant le signe de j/ — 1 , 

(co« A — |/ — 1 sin A)" z^ cosnk — j/— 1 sin n A , 
et de ces deux équations qui sont une suite l'une de l'autre , on dé- 
duira les valeurs séparées de sinn A et cos n A , savoir : 

cosnkz=:^{ cos A -f- 1/ — 1 sinkf' 4^^ ( Gùsk-^\^ — 1 sin ky^ , 

àinnk = ^ (oo«A4-|/^l«*^A)'*— ^--7;-j{co«A— |/^^ . 

xxxni. Si on veut exprimer les mêmes quantités en séries , il fau- 
dra développer par laformule du, binôme {cos A -j- j/ — 1 sin A)** , 
ce qui donnera 

coa» A -4— ?^co&» ^ ksink]/"—! ' ^ coa^ ^A«iVA 




1.2.3 ^^ fr i 12.3.4 
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Et cette quantité ét^nt la valeur de coa n A -j- 1/ — 1 stn n A, on éga-^. 
lera séparément la partie réelle kcosnA^ et la partie imaginaire à 
|/ — 1 sin n A. On aura donc 

çosn k=co^ A-î:^c(»5n-2A«n2 A+iî=±!?=?:2=!co««- ^ksin^ A— etc. 
1.3 1.2.3.4 

sin nA=: n oos^ 'A $ïn A — -^ -^ oo«^* — ^ A «m' A 4^ etc. 

séries dont la loi ^i facile à saisir, et an moyen desquelles on. 
ti'ouve le sinus et Iç cosinus d'un arc multiple de A, d'une manière 
beaucoup plus prompte que par les opérations indiquées art. x^iv. 

XXXIV. Puisqu'on a sin k^zcosA. iangh.^ ces séries peuvent se 
mettre sous la forme 

A «a/i «.«-1 2il«-W l«ï ^2.«TTt8 . \ 

co«wA=co«**A 1 — — /a«cf A+ ^fawo* A— etc. I 

y 1.2 ^ ^ 1.2.a.4 ^ / 

A a/«. a ^-^ 1-** ^ -. ^A I ^ \ 

«^)i nhz=zcosn A •? tongf A- — — iang^ A + etc. ] 



X. 



Soit » = — , on aura , en substituant cette valçur et conservant 
- . A ' 
cependant le facteur cosn A , 

./^ x.x—ktanq'^k. . a?.^— A.^— 2A.a?— SAfano^A-etcV 
ço>,^z=cosn A\l^ ^^ ^, I -^-^-^-j^ 1 

Dans ces f<)rmules on peut prendre A à volonté ; supposons A très- 
petit ; alors *^^f sera très-peu différent de l'unité , parce que la 

A. 

tangente d'un arc très-petit est presqu'égale à l'arc. Cependant, 

tant que l'arc n'est pas nul, on a tangk'^k (1) ou - \^ >► 1 ; on a 

A «^ • A /a\ j ^«^9 k Aanq k tangk ^ 
en même temps A > s%n A (2) donc — \ — <■ • a ? ou- — f — < 

r . De là on voit que le rapport - ^^ ®** toujours compris 

entre les limites 1 et 7-. Soit A = , on aura coa As= 1 ; donc 



(1) AT est plus grand que AM, parce que le triangle ATC est au secteur AClRi*: 
AT X I AC : AM X i AC :: AT : AM. . 

(2) AM est plus grand que MP , parce que Tare MAN est plus grand que sa 
^(jrde MN. 
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puisque ^^T— est compris entre 1 et y ? ^^ faudra qu'on ait 

exactement ^^f- = 1 . Donc en faisant A = , on aura 

Il reste à voir ce que devient cos» A, lorsque A diminue de plus en 

plus, et devient enEnzéro. Or on a -^^^5-^=««VA=l+*aVA; 

— . ' ** 

donc cos A= ( 1 +/(mgf2 A) ^ ; donc ço«» A= ( 1 +fa«sf3A)— a =: 

1 _| tang,^ A + - '^ - iang^— etc. 
Substituant au lieu de n sa valeur -j-^ on aura 

c..nA=l--A.~£j-+--^=I^ 

Si l'on imagine maintenant que A diminue de plus en plus, s res- 
tant la même , la valeur de cosn A approchera de plus en plus de 

l'unité;. enfin, si Ton faitA=:0 et ^55^= 1, on aura exacte- 

A 
ment cosn A = 1 . Donc on a les formules 



cos a; : 



Su X •* 

~ Lâ"^ T70TT~ i.2.â.4.5.6 



-|- etc. 



*''»*= '-Ti^ + TâXO--^**'- 



par lesquelles on pourra calculer le sinus et le cosinus d'un arc 
dont la longueur est donnée en parties du rayon pris pour unité. 

XXXV. Ces mêmes valeurs peuvent être exprimées d'une manière 
succincte, par le moyen des exponentielles. Pour cela, il faut se rap- 
peler que e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 1 , 
on a 



^^- 



*=:1 J.f+£.4.--i I t +etc. 

-TiTi 2^ Î.2.S"~ 1.2.8.-4^ 

Si , dans cette formule , on fait j? == œ \/ — 1 , il en résultera 

^ .— ^-r 1 ~1.2 • 1.2.S ' 1.2.S.4 • 1.2.8.4.5 
On aurait semblablement en changeant le signe de \/ — 1 , 

1 ~~1.2 ' 1.2.8 ' 1.2.8.4 1.2.8.4.3 
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J)e là on tire 






1.2 * 1 . 2 . â . 4 

5 ^5 



•— etc . 



2i/— 1 "•* 1.2,â^ 1.1.8.4,5 



— etc. 



séries ont les seconds membres sont les valeurs trouvées pour coat 
9 eXsin w* Donc on a 

x^/^l _y — jrj/-^l jr|^— 1 — iF|/f— l 

c^,^= ; ,«ina;= ^ÇTZTl > 

d'où Ton tire 

■ z=z\/'^\. =K — Itang x^ 

s{/-^l . ^sy^l C08X 

formule dont on a fait usage , note «v. 

les mêmes formules donnent e^ ^"" = co« 2? -4- iX-— 1 «n ^ * 
e ^ :=zco8x — |/ — 1 «m ar; doncendi^santruneparrau- 
ajrl/— i cosx-X^l/ — \sinx l + l/' — Itanqx, 

tre,onaurac ^ = ^-7-; — ^—: — = / *^ . — ^ . 

cosx — p/-— l«wip 1 — (/^ — Itangxy 

ou en prenant les logarithmes de chaque membre, 2 x\/^ — 1 =log. 
|l±i^IllJ^^VMaison sait quelog. fi+f \rf,+? **+ 

G «^ + etc. ; mettant donc \/ — 1 tang x au lieu de js , et divisant de 

part et d'autre par % j/ — 1 , ojq aura 
x=taug X — ^ iang^ ^-|"i tang^ x — f tang"^ x -|- etc. 
Formule très-simple qui sert à calculer Tare par sa tangente, lors- 
que celle-ci est plus petite que Tunité. 

XXXVI. Pour appliquer les formules précédentes à la détermina- 
tion du sinus et du cosinus d'un arc donné en degrés et parties de 
degré, il faut avoir la longueur de cet ^rc exprimée en parties du 
rayon , ou , ce qui revient au même , il faut avpir le rapport de cet 
arc au rayon. Or, le rayon étant 1 , la demi-circonférence ou l'arc 
de 200'>=â. 14159 26Sâ5 897982. Soit ce nombre?=:îr, la longueur 

de Tare — . 100° sera ; donc si on fait dans les formules pré- 

n « -2 ' 

cédentes ar= — • — qu'ensuite on remette la valeur de ;r , çt qu'oie 
n 2 
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calcule les coefficients jusqu'à seize décimales , on aura les formule^ 
suivantes : 



8tn 



{- '»»•)= 



1.87079 68267 948966 — 

n 

— 0.64S96 40975 062463 —^ 

4-0.07969 26262 461670 — ' 

—0.00468 17541 853187 — 

+0.00016 04411 847874 — 

—0.00000 85988 482852 "^ 

4-0.00000 00569 217292 — 



—0.00000 00006 688085 



^15 

5 



m 



+0.00000 00000 060669 ^îîl 

' «17 

—0.00000 00000 000488 
+0.00000 00000 000008 



n31 



cos(—. 100*») = 

I.OOOOO 00000 000000 

—1.28870 05501 861698 — ! 

+0.26866 95079 010480 — 

n* 

—0.02086 84807 688580 -^' 

+0.00091 92602 748894 -!!î! 



—0.00002 52020 428781 



«10 



+0.00000 04710 874779 "ZZ 
* nia 

.^.00000 00063 866081 '^ 
+0.00000 00000 656596 "^ 
—0.00000 00000 005294 *!!!! 

n»a 

+0*00000 00000 000084 ^ 

n20 



Les sinus et les cosinus des arcs depuis zéro jusqu'à 50* , com-« 
prennent les sinus et cosinus des arcs depuis 50° jusqu'à 100® ; car 
on a «tn (50« + «) = cos ( 50° — js) et co« (50°+j5) =»tn(50«— jb)* 
Donc ^ dans les formules qui donnent les valeurs de 

, m . m * m 

stn — 100° et 90ê — 100", on pourra toujours supposer -^- <^ ij 

de sorte que les séries seront tellement convergentes , qu'il n'en 
faudra jamais calculer qu'un petit nombre de termes , surtou^t si on 
n'a pas besoin de beaucoup de décimales. # 



m 



1 



Si on fait successivement — ,, . ,^ , ^^ , 

n 10 10 10 10 

on trouvera les résultats suivants : 

sin 10« = cos 90^ = 0. 15648 44650 40281 

sin 20° =z= cos 80° = 0. 80901 69948 74947 

sin 80° = cos 70° =. 0. 45899 04997 89547 

sin 40° = cos 60° = 0. 58778 52522 92478 

sin 50° = cos 50° = 0. 70710 67811 86548 



10 
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sin 60» = cos AO^ = 0. 80901 69943 74947 

sin 70« = cos 80° = 0. 89100 63241 88â68 * 

sin 80« = cos 20o = 0. 95105 65162 95154 

sin 90» = cos 10» = 0. 98768 83405 95138 

sin 100° z=: cos 0° = 1. 00000 00000 00000 

lesquels s'accordent avec les formules algébriques du n** 22. On 

in 1 

trouvera pareillement, en faisant = -—— — . la même valeur de 

^ ' « 100 ' 

sin 1» , qu'on a trouvé n» 26 ; et la grande facilité avec laquelle on 
parvient à ces résultats , est une preuve de rexcellence de la mé- 
thode. 

De la construction des tahks de sinus. 

xxxvn. Les savants utiles à qui on doit la première construction 
des tables de sinus , ont fondé leurs calculs sur des méthodes ingé- 
nieuses, mais dont l'application était fortpénible. L'analyse a fourni 
depuis des méthodes beaucoup plu^ expéditives pour remplir cet 
objet ; mais les calculs étant déjà faits , ces méthodes seraient res- 
tées sans application , si rétablissement du système métrique n'eût 
fourni l'occasion de calculer de nouvelles tables conformes à la di- 
vision décimale du cercle. 

Pour donner une idée des méthodes qu'on peut suivre dans la 
construction des tables , supposons qu'il s'agisse de calculer les si- 
nus de tous les arcs de minute eu minute, depuis 1 minute jusqu'à 
10000 minutes ou 100 degrés; nous ferons le rayon = 1, Tare 
d'une minute = a, et d'abord il faudra trouver le sinus et le cosinus 
de l'arc a avec un grand degré d'approximation. 

Le rayon étant 1 , on sait que la demi-circonférence ou l'arc de 
200" =8.14159 26535 897932 ; divisant ce nombre par 20000 ,* on 
a l'arc de T ou a = 0.00015 70796 32679 48966, vijeur exacte jus- 
que dans la vingtième décimale. Quand un arc est très-petit , son 
sinus est sensiblement égal à Tare, ainsi on a à très-^pen près sin a 
= 0.00015 70796 32679 48966. Mais cette valeur est déjà en erreur 
à la treizième décimale , laquelle'n'est que le dixième chiffre signi- 
ficatif. Pour en avoir une pliis exacte, le moyeu le plus simple est 
de recourir aux formules de l'art. 36, dans lesquelles , si on fait 

=^ TTTTrTTT > ^n aura immédiatement , par les deux ou trois pre- 

n 10000 . 

miers termes de chaque série , 

sin a = 0.00015 70798 32033 525563 
cos a = 0.99999 99876 62994 52400 5253 

valeurs exactes jusqu'à la vingtième décimale pour le sinus, et 

jusqu'à la vingt-quatrième pour le cosinus» 

xxxvui. Connaissant le sinus et lé cosinus de l'arc d'une minute 
désigné par a , pour en déduire successivement les sinus de tous les 
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drcs multiples de a, on fera dans les formules de Fart. 2â, p =47 
-|- o, g î= a? — a. La première et la troisième donneront par cette 
substitution , et en faisant toujours R = 1 , 

sin ( 07 4- o) = 2 C08 a sin a? — sin (or — o ) 
C08 { x --^ a)z=^co8 a C08 X — co8{ûP — a) 

Il résulte de ces formules que si on a une suite d'arcs en progression 
arithmétique , dont la diflFérence soit a, leurs sinus formeront une 
suite récurrente dont Téchelle de relation est 2 co« a, — 1 , c'est- 
à-dire, que deux sinus consécutifs AetB étant calculés, on trou- 
vera le suivant C , en multipliant B par 2 co8 a, A par — 1 , et ajou- 
tant les deux produits , ce qui donnera C=2 B co8 a — ^A. Les cosinus 
des mêmes arcs formeront également une suite récurrente dont 
Féchelle de relation est 2 co« a, — - 1 : on aura donc successivement. 



8in 0=0 

8in a=z8ina 

8in âa=â C08 a 8in a 

8in Sa= "2 co8a 8in ^a^^^in a 

sin 4a =;: 2 cos a sin ^€H--^in %a 

8in 5a = 2 cos a sin \a — sin ^ 



cos = 1 

cos a = cos a 

cos âa =2 cos a cos a — 1 

cos Sa = 2 cos a cos%ir^co8 a 

cos -ia =2 cos a cos^a — cos^a 

cos 5a=2ûo«aco«4a— co^Sa 



etc. etc. 

XXXIX. Il ne s'agit plus que d'exécuter les opérations indiquées, 
en substituant les valeurs de sin aeicosa. Si on veut construire 
des tables de sinus avec 10 décimales, ii suffira de prendre les va- 
leurs de sin a et cos a approchées jusqu'à 16 décimales , savoir : 

«tiia=0.00015 70796 S20âS5 
co«a=0.99999 99876 629945 

mais comme cos a diflFère très-peu de l'unité, il y a un moyen d'a- 
bréviation dont il faut profiter. Soit ^=2 (1 — co« a) ==0.00000 
00246 7401 10 , on aura 2 cos a==2*— A; , ce qui donnera , 

sin ( 4? -}" ^ ) — ^^^ a^:=z$ina; — sin {x — a) — k sin x 
cos (or-j-a)— 005 X7ZZC08 x—^cos ( 4?— a)— A cos x. 

Pour avoir le terme sin ( a7-|-a) il suffit d'ajouter au terme précé- 
dent^tnor la différence sin {x-^-a) — sinx, laquelle sera toujours 
très-petite : or cette différence est , suivant la formule , égale à une 
différence semblable déjà calculée sin x — sin ( o^— «) , moins le pro- 
duit de «tn X parle nombre constant h. Cette multiplication est donc 
la seule opération un peu longue qu'on ait à faire pour déduire un 
sinus des deux précédents ; mais il faut observer P que l'on n'a be- 
soin de couuaitre le produit que jusqu'à la seizième décimale, ce qui 
donnera fort peu de chiffres à calculer ; 2° que ces multiplications 
peuvent être abrégées beaucoup en formant d'avance les produits 
du nombre constant 246740110 par 1 , 2, S jusqu'à 9; car, par ce 
moyen , on aura immédiatement les produits partiels qui résultent 
des différents chiffres du multiplicateur sin x, et il ne restera pi us qu'à 

34. 
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faire l'addition de cesprôduits, en se bornant toujours à la seizième 
décimale. 

Les mêmes procédés devront être suivis dans le calcul des cosi* 
nus ; et , lorsqu'on aura prolongé Tune et l'autre série jusqu'à 50«>, 
la table sera complète. 

XL. Il est nécessaire , nous le répétons , de calcu-ler les sinus avec 
16 décimales, c'est-à-dire avec cinq ou six décimales de plus qu'on 
n'en veut avoir réeUement , afin d'être assuré que les erreurs , qui 
peuvent se multiplier dans le cours de SOOO opérations, n'influeront 
cependant pas sur la dixième décimale des derniers résultats. Le 
calcul fait, on retranchera les décimales superflues et on ne con- 
servera dans la table que dix décimales. 

Au reste , quand il s'agit d'exécuter tant de calculs , on doit cher- 
cher à vérifier les résultats aussi souvent qu'il est possible. Dans 
l'exemple que nous avons apporté d'une table calculée de minute 
enminute, il serait nécessaire de calculer préalablement les sinus 
et cosinus de degré en degré, ce qui fera, de 100 termes en 100 
termes, une vérification très-utile. Or, pour calculer les sinus de 
degré en degré , on a les formules et les valeurs qui suivent : 

sin (^ -|- 1*)— sin a?=r sin a?— «iw (a? — 1 ® )''^h$in x ' 
C08 {a;'\-l°)^-^co8a:z:siC08X — co${x — 1**)— A cos x 
sin l''=0.01o70 7âl7S 11820 676 
co5p=0.99987 66824 81660 899 
fc=2 (1— co« V) =0.00024 67âS0 36678 802 
Les sinus calculée de degré en degré se vérifieront eux-mêmes de 
dix en dix par les valeurs déjà connues de sin 10% «m 20% etc. Enfin 
lorsque la table entière est construite, on peut encore la vérifier de 
tant de manières qu'on voudra par l'équation 
^t^(100'— ^)-f s«n (20'*— 2;)-f sm (20''-|-ar)=i:5m (60*— ^)-f «^(OO^rfar). 

xLi. Les sinus, tels qu'ils résultent des calculs que nous venons 
d'indiquer, sont exprimés en parties du rayon, et on les appelle 
sinus naturels; mais on a reconnu dans la pratique , qu'il y a beau- 
coup d'avantage à se servir des logarithmes des sinus , au lieu des 
sinus eux-mêmes ; en conséquence la plupart des tables ne contien- 
nent point les sinus naturels , mais seulement leurs logarithmes. On 
conçoit que les sinus étant calculés , il a été facile d'en trouver les 
logarithmes; mais comme la supposition du rayon = 1 rendrait 
négatifs tous les logarithmes des sinus, on a préféré de prendre le 
rayon=:10000000000,c'estrà-dire,qu'onamultipliéparlOOOOOOOOOO 
tous les sinus trouvés dans la supposition du rayon = l. Par ce 
moyen le rayon ou sinus de 100<» , qui se rencontre fréquemment 
dans les calculs , a pour logarithme 10 unités , et il faudrait que les 
anp^les fussent beaucoup plus petits qu'on ne les rencontre dans la 
pratique, pour que leurs sinus eussent des logarithmes négatifs. 

Les logarithmes des sinus étant trouvés, on en déduit très-aisé- 
ment les logarithmes des tangentes par de simples soustractions ; car, 
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jipuisqu'oii a tang a^= , il s'ensuit log, tang ^= 10-j- log. sin 

C08 X 

X — log, cos X. Quant aux. logarithmes des sécantes, ils se trouve- 
raient d'une manière encore plus simple , à l'aide de l'équation séc, 

xz=: ^^. C'est parce qu'on peut y suppléer si facilement qu'on n'in- 

cosx 
sère dans les tables que les logarithmes des sinus et ceux des tangen- 
tes. 

Il resterait à expliquer l'espèce d'interpolation dont on se sert , 
soit pour trouver les liogarithmes des sinus et tangentes des arcs qui 
contiennent des fractions d« minute, soit pour trouver l'arc q,uî 
répond à un logarithme donné de sinus ou de tangente, lorsque ce 
logarithme tombe entre deux logarithn^es des tables. Mais pour ces 
détails on ne peut mieux faire que de consulter l'explication dont les 
tables sont toujours accompagnées. 

Principes pour la resolution des triangles reetilignes. 

xLii. Dans tout triangle rectangle le rayon est au sinus d'un des an- 
gles aigus , comme l'hypoténuse est au côté opposé à cet angle, f. â. 

Soit ABC le triangle proposé rectangle en A ; du point C, comme 
centre, et du rayon CD , égal au rayon des tables , décrivez l'arc DE 
qui sera la.mesurede l'angle C; abaissez sur CD la perpendiculaire 
EF qui sera le sinus de l'angle C. Les triangles CBA, CEF sont sem- 
blables et donnent la proportion CE : EF : : CB : BA ; donc 
R: 5mC;:BC: BA. 

xLUi. Dans tout triangle rectangle le rayon esta la tangente d'un des 
angles aigus ^ comme le coté adjacent à cet angle est au côté opposé. 

Ayant décrit l'arc DE , comme dans Farticle précédent , élevez sur 
CD la perpendiculaire DG qui sera la tangentç de Fangle C. Par les 
triangles semblables GDG, CAB, on aura la proportion CD-: DG :: CA: 
AB; donc 

R : tang C :: CA : AB.. 

xLiv. Dans un triangle rectiligt^e quelconque les sinus des angles sont 
comme les côtés opposés. 

Soit ABC le triangle proposé, AD la. perpendiculaire abaissée du 
sommet A sur le côié opposé BC, il pourra arriver deux cas : 

l°Si la perpendiculaire tombe au-dedans du triangle ABC,/. 4, 
les triangles rectangles ABD , ACD donneront, suivant Fart. xliIjj 
R. «in B ::AB: AD 
R:5»nC::AC:AD. 
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Dans ces deux proportions , les extrêmes étant égaux , on pourra , 
avec les moyens , faire la proportion 

sinQistnB:: ABikC. 
2* Si la perpendiculaire tombe hors du triangle ABC, /*. 5 , les 
triangles rectangles ABD, ACD donneront encore les proportions 

R:«tn ABD ::AB : AD 
R : sin C :: AG : AD : 
d'où l'on déduit sin C : sin ABD : : AB : AC. Mais Fangle ABD est sup- 
plément de ABC ou B .; donc sin ABD = sin B ; donc on a encore 

«mC:««ttB:: AB.AC. 

XLY . Dans tout triangle rectiligne le cosinus d'un angle est au rayon, 
comme la somme des quarrës des côtés qui comprennent cet angle moins 
le quarré du troisième côté, est au double rectangle des deux premiers 
côtés; c'est-à-dire qu'on a : 

« « —ri . -^.^ TT.^ ^ . TV «^ « « AbU-BC— AC 
ccwBrR:: AB+BC— AC:2ABXBC,ouco«B = RX-âAR nr — 

Soit encore abaissée du sommet A la perpendiculaire AD sur le côté 
BC,/-.4: . 

1*" Si cette perpendiculaire tombe au-dedans du triangle, on aura 

o 3 2 "âb l-Ttr . ."Âr 

(12.8)AC=AB+BC— 2BCXBD;doncBD = — \ . Mais 

dans le triangle rectangle ABD, on a R : sin BAD : : AB : BD; d'ailleurs 

Tangle BAD étant complément de B , on a sin BÂD = co« B , donc cos 

^ RXBD ^ . , , , „^ 

B= — r-^— , OU en substituant la valeur deBD, 
AB 

„ „ âb'U-bc— Âc' 

^^ Si la perpendiculaire tombe au-dehors du triangle on aura AC= 

— a — 2 — a 

Â5^BC^2BCXBD, f.S (18.8)4 doncBD= ~,t?~"^ .Mais dans 

le triangle rectangle BAD, on a toujours «iiiBAD, ou cos ABD=: 

RXBD „ , .„^ . 
— jg—, et 1 angle ABD, étant supplément de ABC ou B, ona(xi.) 

cos B= — C05 ABD= — — ; donc en substituanlla valeur dcBD, 

ou aura encore 



AB+liC-AC 
^ i AB X BC 
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xivi. Soient A,B,C, les trois angles d'un triangle quelconque; 
a, b, c , les côtés qui leur sont respectivement opposés, on aura , 

suivant cette dernière proposition cos B = R. .Le même 

principe étant appliqué à chacun des deux autres angles , donnera 

semblablemeut co9 A==ll . 4r^ j co« C = R . : . 

Ces trois formules suffisent seules pour résoudre toua les problè- 
mes de la trigonométrie rectiligne; car étant données trois des six 
quantités A, B, C, a, i^,c, on a par ces formules les équations né- 
cessaires pour déterminer les trois autres. Il faut par conséquent 
que les principes déjà exposés , et ceux qu'on pourrait leur ajouter, 
ne soient qu'une conséquence de ces trois formules principales. 

£n effet , la valeur de cos B donne 

âa^ c^-fâfe^o^— a*-^* — c*);doAC 

Le second membre étant une fonction de a , 5, c, dans laquelle ces 

trois lettres entrent toutes également, il est clair qu*on peut faire 

la permutation de deux de ces lettres à volonté , et qu'ainsi onaura 

sin B sin A sin C . i . . i ^ ^ 

— — — -^ , ce qui est le principe du n*» xliv. Et de ce- 

b a c 

lui-ci se déduiraient facilement les principes des n*' xui et xliii. 

xivii. Dans tout triangle rectiligne la somme de deux côtés esta leur 
différence , comme la tangente de la demi-somme des angles opposés 
à ses côtés , est à la tangente de la demi-différence de ces mêmes angles, 
f. 4 et 5. 

Car de la proportion AB: ACi: sinC: sinB , on tire AC-j-AB : AC — 
AB :: sin B -j-si'n C : sin B— st«C. Mais d'après les formules de l'art. 
xxi\,ona 



B+C B— C 

sin B -|- sin C : sin B — «m C : : tang — - — : tang — - — ; 



donc 



AC-fAB: AC — AB:: /aiïgf— ^: tang ^ 



2 
ce qui est le principe énoncé. 

Avec ce petit nombre de principes , on est en état de résoudre tous 
les cas de la trigonométrie rectiligne. 
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Résolution des fricmgfes rectangles. 

xLviii. SoitATangle droit d'un triangle rectangle proposé, Bet 
C les deux autres angles ; soitaThypoténuse^^ le côté opposé à l'an-. 
gleB, et le côté opposé à Tangle C. Il faudra se rappeler que les 
deux angles B etC sont compléments Tunde l'autre , et qu'ainsi-, 
suivant lés différents cas, on peut prendre 5tnC=co#B, «mB=. 
C08 C , et pareillement tang B=zcotC>, tang C = cot B. Cela posé , les 
différents problêmes qu'on peut avoir à résoudre sur les triangles 
rectangles se réduiront toujours aux quatre cas suivants :. 

PREVIER CA:3. 

xux. Étant donnés l'hypoténuse a et un côtéh , trouver le troisième^ 

côté eiles deux angles aigus. 

Pour déterminer l'angle B, on a la proportion (xlii) a : 5 :: R : 
sin B. Connaissant l'angle B , on connaîtra en même temps son com- 
plément 100**— B =lC ; on pourrait aussi avoir C directement par 
la proportion a : £ :: R : cos C. 

Quant au troisième côléo, il peut se trouver de deux manières^ 
Après avoir trouvé l'angle B, on peut faire la proportion (xuii) R: 
cot B :: 5 : o, qui donnera la valeur de c ; ou bien on peut tirer di- 
rectement la valeur de o ^ de l'équation o'^'=:,a — h? qui donne c =■ 
(/(a'— 5^), et par conséquent 

log c=z^log{a'\'b)-^^log{a — 5). 

DEUXIÈME CAS. 

L. Étant donnés les deux côtés h et c de l'angle droit, trouver l'hy- 
poténuse a et les angles. 

On aura l'angle B par la proportion (xuii) c :b:: R : tang B. En- 
suite on aura C= 100" — B. On trouverait aussi C directement par 
la proportion 5 : c :: R : tang C. 

Connaissant l'angle B , on trouvera l'hypoténuse par la propor- 
tion sin B : R :: i& :a; ou bien on peut avoir a directement par l'équa- 
tion 0= 1/^(5^ -|" ^^) j ™^^^ cette expression , dans laquelle b^^c^ 
ne peut se décomposer en facteurs , est peu commode pour le calcul 
logarithmique. 

TROISIÈME CAS. 

Li. Étant donnés r hypoténuse a et un angle B , trouver les deux au* 
très côtés h etc. 

On fera les proportions R : sin B ::a: b,l\.: cosB ::a:c, lesquelles 
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donneront les valeurs de b et c. Quant à Tangle C , il est égal au 
complément de B. 

QUATRIÈME CAS. 

LU. Étant donné un côté b de l'anyle droit, avec Vun des angles ai- 
gus, trouver F hypoténuse et l'autre côté. 

Connaissant l'un des angles aigus on connaîtra l'autre , ainsi on 
peut supposer connus le côté 5 , et l'angle opposé B. £nsur4;e, pour 
déterminer a et c , on aura les proportions 

»t«B:R::5: a,B icotB:: b : c. 

Itésslution des triangies rectilignes en généroL 

Soient^, B, C, les trois angles d'un triangle reetiligne proposé, 
*et soient a, b, c, les côtés qui leur sont respectivement opposés : 
les différents problêmes qui peuvent avoir lieu pour déterminer 
trois de ces quantités parle moyen des trois autres., se réduiront 
toujours aux quatre cas suivants: 

PREMIER CAS. 

LUI. Etant donnés le côté 2l et deux des angles du triangle, trouver 
les deux autres côtés h etc. 

Les deux angles connus feront connaître le troisième, ensuite on 
prouvera les deux côtés i6 et c par les propositions ( xlïv ) , 

sin A : sin B : : o : 5. 
sin A : sin C:: aie. 

DEUXIÈME CA-S. 

xiv. Etant donnés les deux côtés a ef b , avec F angle A opposé â l'un 
^e ces côtés y trouver le troisième côté c et les deux autres anglesB et C. 
On trouvera d'abord l'angle B par la proportion 
4i : b :: sin A : sinB. 

b sin A 
Soit M l'angle aigu dont le sinus ==: , on pourra , d après la 

valeur de «n B, prendre ou B=M ou B=200*» — M. Mais ces deux 
solutions n'auront lieu qu'autant qu'on aura à la fois l'angle A aigu 
et 6> o. Si l'angle A est obtus , B ne saurait l'être , ainsi il n'y aura 
qu'une solution ; et si A étant aigu on a 5 <^ o, il n'y aura non plus 
qu'une solution , parce qu'alors on a M <[ A , et qu'en faisant B =: 
200^ — M , on aurait A 4-B > 200° , ce qui ne peut avoir lieu. 
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ConnTiissant les angles A et B, on en conclura le troisième G. En- 
suite on aura le troisième côté c par la proportion 

ain A : sinQt :: a : o. 

On peut aussi déduire c directement de l'équation 

cos A h^ +c^ — a^ . . h C08 aJ- J h^ sifi^k\ 

= ! qui donne c= . *^ l/l a^ — \. 

R 2b '^ R —^[ R^ j 

Mais cette valeur ne peut se calculer par logarithmes qu'au moyen 
d'un angle auxiliaire M ou B , ce qui rentre dans la solution précé- 
dente. 

TROISIEME CAS. 

Lv. Étant donnés deux côtés a e/ b atec V angle compris C^ trouver 
les deux autres angles ketBet le troisième côté c. 

Connaissant l'angle C , on connaîtra la somme des deux autres 
,anglesA'4-B = 200'— Cetleur demi-somme i(A + B)=100*—|C. 
Ensuite on calculera la demi-diifférence de ces mêmes angles par la 
proportion (xLvn) 

a-\'b:a — b ::tang^{A.'\'B)oncot^€,:tangî^{A — B) 
où. Von suppose a > fc et par conséquent A > B. 

Ayant trouvé la demi-difFérence 5 (A-— B), si on l'ajoute à lademi- 
somme ^(A-|-B), on aura le plus grand angle A; si au contraire 
on retranche la demi-différence de la demi-somme , on aura le plus 
petit angle B. Car, A et B étant deux quantités quelconques , on a 
toujours 

A=l(A + B) + i(A-B) 
B=i(A + B)-i(A-B). 
Les angles A et B étant connus , pour avoir le troisième côté c on 
fera la proportion 

sin A: sinC:: aie, 

ivi. Il arrive souvent dans les calculs trigônométriques que deux 
côtés a et 68ontconnus par leurs logarithmes; alors pour ne pas être 
obligé de chercher les deux nombres correspondants , on cherchera 
seulement l'angle ^ par la proportion i& : a :: R : tang ^.L'angle Ç) sera 
plus grand que 50"*, puisqu'on suj>pose a^ b; retranchant donc 50** 
de ç on fera la proportion R : tang ( <p — 60°) :: cot ^ C : tang 5 (A — ^B), 
d'où l'on déterminera comme ci-dessus la valeur de^(A— B), et 
ensuite celles des deux angles A etB. 

Cette solution est fondée sur ce que tang ( ^ •— 80* ) = 
R^ tang <p — R^ tang SO» a R 

H^ -\- tang ç tang ^00 ' ortangç=- et tang 80o=R; donc tang 

R(a— Z» 
(.ç,_50»)==--^|-j^;donca+Z»:a--Z>::R: tang ((p— 50'>):: cot 

^C:fà»^i(A— B). 
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Quant au troisième côté c, il peut se trouver directement par Té- 

quation-^= 1— g , qui donne c — [/^\a^^h^ jj \; 

Mais cette valeur n'est pas commode à calculer par log^àrithmes , à 
moins que les nombres qui représentent a, b, et cos C , ne soient très* 
simples. 

Il est à remarquer qne la valeur de c peut aussi se mettre sous ces 
deux formes : c= 

^ [(«-.H4a*!!^] =1/ [«.+*)-!!:^+«^»)^!^] 

ce (jui se vérifie aisément au moyen des formules «mal = ^ R^— 
5R cosC, co«^~C = ^R2-|-i R cosC Ces valeurs seront particuliè- 
rement utiles, lorsque Fangie G étant très-petit, ainsi que a — b, on 
voudra calculer c avec beaucoup de précision. La dernière fait voir 
que c serait l'hypoténuse d'un triangle rectangle formé sur les côtés 

(a-^-b) —r — et [a — ^)— rr — ; et c est ce qu on peut aussi trouver par 

une construction fort simple. 

Soit CAB, f. 6, le triangle proposé dans lequel on connaît les deux 
côtés CB= a, CA=Z», et l'angle compris C. Du point C comme centre et 
du rayon CB égal au plus grand des deux côtés donnés , décrivez une 
circonférence qui rencontre en D et E le côté CA prolongé; joig- 
nez BD, B£ , et menez AF perpendiculaire à BD. L'angle DBE inscrit 
dans la demi-circonférence sera un angle droit , ainsi les lignes AF, 
BE, seront parallèles et on aura la proportion BF : AE :: DF : AD:: 
cos D : R. On aura aussi dans le triangle rectangle DAF, AF : DA :: 
«iwD: R. Substituant donc les valeurs DA=DC-|-CA= a -|-i&, AE=: 
€E — CA=a — b, 0=5 C, on aura 

(a-\-b)sinlC {a^b)coslC 
AF = -^ , BF- j^ . 

Donc en effet le troisième côté AB du triangle' proposé est l'hypoté- 
nuse du triangle rectangle ABF, dont les côtés sont {a-^-b — ^^ — 

cos^ C . 

et(o — b) — j- — . Si dans cp même triangle on cherche l'angle ABF 

opposé au côté AF , et qu'on en retranche l'angle CBD =|C , on aura 
l'angle B du triangle ABC. De-là on voit que la résolution du trian- 
gle ABC , dpns lequel on connaît les deux côtés a et i& et l'angle com- 
pris C, se réduit immédiatement à celle du triangle rectangle ABF , 
dans lequel on connaît les deux côtés de l'angle droit, savoir : AF= 

{«-j-Z») — etBF=(a — b) — -? — .Ainsi, par cette construction, 

on pourrait se passer de la propositiondu n** 47. 
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^UATBIÈSE CAS. 

Lvii. Étant donfiSéslesirois côtés^^h^ c^troutefles trois angles kj B, G. 
' L'angle A , opposé au côté a , se trouve par la formule cos A= R. 

* ^ — , et on déterminera sembla bleirfent les deux autres an- 

gles. Maison peut résoudre ce même cas par une formule plus com- 
mode pour le calcul logarithmique. 

Si on rappelle la formule R^ — R ces A = 2 «ma i A , et 
qu'on y substitue la valeur de cos A, on aura 2 sin^ ^ A=R3. 
a^'—h^—c^'+^be .^ a^—{b—c)^ _pa {a+b—c) ja—b+c) ^ 
26c ~ ' 'Ibc ' 2 A c 

Donc«inXA = Rp^(^^+^~;^/;~^+'| Soit, pour abré- 

ger, i(a-|-5-|-c)=j9,ou o4-5-|-c=2p ^on aura o-}-^— c=2p 
— 2 , a— i6-|-c=2 p— 2 6; donc 

Tormule qui donne aussi la proportion 

b c : {p—b) (p—c) :: Ra : sin^ ^ A 
et qui est facile à calculerpar logarithmes. Connaissant le logarith- 
me de sin ^ A, on connaîtra 5 A dont le double sera l'angle cher- 
ché A. On pourra faire de même par rapport à chacun des deux au- 
tres angles B et G. 

Ilya d'autres formules égalementpropres à résoudre la question. 
Et d'abord la formule VJ^ + K cos A=:2 cos^ l A donne 

^ b'+ç^+^bc-a^ {b + c)^-a^ _ 
co. ^A = R. ^ ^^^ R. j^^ 

R3. ( +c—a) ( +c + a) ^^^^ ^^ faisant toujours o -}- 6 -}- c = 
Abc 

2/7, on a i&-|-c — a=2|) — 2a; donc 

Gette v^ileur étant ensuite combinée avec celle de sin 5 A don- 

R sin l A 
nera une autre formule, car ayant iang 3 A=- ^^^1^^ ^^ ®* 

-lire 

f p — b, p — c 
tang ' * — " ■ - • ^ ^ 






Exemples de la résolution des triangles rectUignes. 

hYiiu Elremple I, Supposons qu'on veuille avoir la hauteur d'un 
édifice AB, dont le pied est accessible , f, 7. 

Ayant mesuré sur le terrain , supposé à-peu-près de niveau, une 
base AD qui ne soit ni très-grande ni très-petite par rapport à la 
hauteur AB , on placera enD le pie4. du cercle ou de rinstrument 
t^uelconque avec lequel on doit mesurer TangleBCE formé parla 
ligne horizontale CE parallèle à AB , et par ï© ra3'on visuel CB dirigé 
au sommet de rédifice. Supposons qu'on ait trouvé AD ou CE =67. 
84 mètres et Tangle BCE=45*» 64' ; pour avoir BE , il faudra résou- 
dre le triangle rectangle BCE dans lequel on connaît Tangle C et le 
côté adjacent EC. Ainsi , d'après Iç cas iv , on fera la proportion R ;, 
^a»^48»64'::67.84:BE, 

L. ton^45°64' .... . 9^.940S26S 
L.67 .84 1.8314888 



Somme — % 11 = . . . . 1.7718121 

Ce logarithme répond à 59 . lâO , ainsi onaBE = 59". IS. Ajoutant 
à BE la hauteur de l'instrument CD ou AE que je suppose 1". 12 , on 
aura la hauteur cherchée AB =60". 25. 

Si dans le même triangle BEC on veut connaître l'hypoténufeBC, 
on fera la proportion coa 45° 64' : R :: 67 . 84 : BÇ 

L.R-fL. 67.84 .... 11.8314858 
L. CM 45° 64'. ...... 9.8772784 



Différence . . . 1.9542074 = 1. BC^ 
I)oncBC=89-. 99?, 

iV. B. Si Ton ne voyait que le sommet B de l'édifice ou du ]iea quelconque 
dont on veut coqinaitre \s^ hauteur , on déterminerait la distance BC comme î 
sera dit dans Texemple suivant : cette distance et Tangle connu BCE suffisent 
pour résoudre le triangle rectangle BCE, dont le côté B£ augmenté de la hau- 
teur de rinstrument, sera la hauteur demandée. 

Lix. Exemple II. Pour avoir sur le terrain la distance du point A 
à un ohjet inaccessible B, on mesurera une base AD et les deux an- 
gles adjacents BAD, ADB,/*. 8. Supposons qu'on ait trouvé AD=:588'". 
45,BAD=115« 4tt'etBAD = 40°8?, on en conclura le troisième 
angle ABD = 44°44';et pour avoir AR, on fera la proportion sin 
ABD;mADB;:AD:AB. 



r^ 
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L. AD, 2.769709& 

L. sinAm ....... 9.7699689 

Somme 2.539678^ 

L. sinABB. . Ô.8080SU 

L. AB . 2, 7316471 

Bonc la distance cherchée AB := 539". 07 

Si , pour un autre objet inaccessible C , on a trouve les angles CAD 
= 39*» 17', ADC = 132° ^\on en conclura de même la distance 
AC == 1202». 32. 

Lx. Ea;emplellh Pour trouver la distance entre deux objets inac- 
cessibles B etC, /*. 8 , on déterminera AB et AC , comme dans Texem- 
pie précédent , et on aura en même temps Fangle compris BAC =. 
BAD~DAC(1). Supposons qu'onait AB=:539». 07, AC = 1202-. 
32, et Tangle BAC = 76° 31'"; pour avoir UC, il faudra résoudre 
le triangle BAC dans lequel on connaît deux côtés, et l'angle com- 
pris. Or , d'après le troisième cas , on a la proportion AC -[- AB : AC 

B -4- C B — C 
'^ABiitang T^ itang , , ou 17-41 . 3a: 663 . 25 :: tang 61»^ 



84 



f 1 



: tang- 



B — C 
2 * 

L. 663 . 23 2 . 8216773 

L. tang 61« 84^ . . . . 10 . 16S474B 

Somme ...... 12 . 9871S2t 

L. 1741 .39 * 8 . 2408980 

B r 
L. tang —j- , . ._ 9 . 7462561 

B — C 
Donc. — r-= 32° 37' \ 8 

B -i~ c 
Mais on a ...... . — | — =« 61° W j ë 

Donc B == 94° 22' , 3 

et C = 29° 46' . 7 



(1) 11 pourrait arriver qat les quatre points A, B, C, D,,ne fussent pas daus 
un même plan ; alors Tangle BÂ.G ne serait plus la différence entre BAD et DAC, 
et il faudrait avoir, par une mesure directe, la valeur de cet angle : a cel» 
^)rès, Topératiou serait la même. 
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Maintenant , pour avoir la distance BC , on fera la proportion sin 
B:«n A:: AC: BC, ou 

sin 04*' M' . â : sin 76» 81' :: 1202-. 82 : BC. 
L. 1202. 82 ... . 8.0800200 
L. m 76^81' ... 9. 9692099 



Somme 18 . 0492299 

L. «in 940 22', 8. . . 8 



L. BC 8.0510208 

Donc la distance cherchée BC =: 1 124». 66. 

LXi. Exemple lY. Trois points A, B, C, /*. 9 , étant donnés sur I» 
carte d'un pays , on propose de déterminer la position d'un qua- 
trième point M , d*où on aurait mesuré les angles AMB , AMC ; les 
quatre points étant supposés dans le mième plan. 

Sur AB décrivez un segment AUDB, capable de l'angle donné BMA; 
sur AC décrivez pareillement un segment AMC capable de l'angle 
donné AMC ; les deux arcs se couperont en A et M , et le point M sera 
le point requis. Car les points de l'arc AMDB sont les seuls d'où l'on 
puisse voir AB sous un angle égal à AMB ; ceux de l'arc AMC sont les 
seuls d'où l'on puisse voir AC sous un angle égal à AMC; donc le 
point M, intersection de ces deux arcs, est aussi le seul d'où l'on 
puisse voir à la fois AB et AC sous les angles AMB , AMC. Il s'agît 
maintenant de calculer trigonométriquementla position du point 
M, d'après cette construction. 

^ Soient les données AB = 2500- , AC = 7000» , BC ;= 9000- , AMB 

=80» 80', AMC= 121» 40'. Dans le triangle ABC, où l'on connaît 

les trois côtés, on déterminera l'angle BAC (Lvn)par la formule 

. ^ , , „ 6780.2250 ,, , „ . ^ , . , , 
sin^ ^A =R2.^gjj^^^^; d^ov l'on tire 2 log «m i A = 

19.9884488, log «in i A = 9.9692241 , \ A = 76»31'. 5, et enfia 
A= 152» 68'. Tirez le diamètre AD et joignez DB ; dans le trian- 
gle BAD rectangle en B , on aura le côté BA=;2500 et l'angle 
opposé BDA = BMA = 80» 80' ; d'où résulte l'hypothénuse AD 

^= . ^^, =5874-. 6. Tirant de même lediamètreAE et joignant 
«tnBDA ^ ^ 

C£ , on aura un triangle rectangle ACE dans lequel on connaît 

le côté AC = 7000, et l'angle adjacent CAE = AMC — 100» = 

21»40'; d'où l'on conclura AE = ^-4n^ = 7415-. 

cos CAE 
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Maiuienani si. Foiiitire MD et M£, les deux angles AMIf; AME, éUriit 
droits, la ligne DM£ sera droite. Il reste donc à résoudre letriangle^^ 
])AE dans lequel la ligne AM, dont il faut déterminer la grandeur 
et la position, est perpendiculaire à DE. Or, dans ce triangle on a 
les côtés donnés AIk=;5874.6 , AE= 7415 , et Tangle compris DAE 
=BAC -f CAE — DAB = 104« 83'. De là on ccwiolura-l'angle ADE=: 
K6® 98' ; et enfin parle triangle rectangle DAM on aura AM==4190oi. 
88. Cette distance et rangleBAM=, 112^27' déterminent entière- 
ment la position du point M. 

Nota, Si on veut calbalerles marnes exemples au moyen des tables construi- 
tes suivant Fancienne division dii cercle , il faudra changer oomme il suift 
Tcxpression des angles donnés ou calculés; du reste toutes Ici valeurs loga- 
isithmiques eti celles des côtés resteront les mêmes. 

Exemple I. Angle donné BCE = 41« 4' 33". 6 ou simplement BCE;=41» 4i 
3Q'\ car dans ces sortes d^opérations , quelques secondes.de plus ou de moins 
dans les angles , n^influent pas sensiblement sur les distances qu'on veut dé- 
terminer. 

JS^x. II. Angles donnés BAD = 103" 55' 55". 2, BDA = 36o4' 19". 2, ABD^ 
= 89-69' 45". 6, CAD = 35n5' 10^ 8, ADC = ll9o321 49". 2, 

JSar. III. Angle donné BAC = 68o4a' 44.". 4^ 

Angle conclu i ( B + C) == 55* 39' 37" . 8. 
Angles calculés ^ (B— C) = 29» 8' 24". 7. 
B = W 48' 2" . g, C = 26» 31' 13" . U ' 

Ex. IV. Angles donnés AMB = 27« 43' 12" , AMC =:109» 15' 8^, Angles, 
calculés A=: 137* 20' 1" . 2 , DAE = 94*20' 49" , 2» B AM = lOW 34 ' . 8. 

Principes pour la résolution des triangles sphériques rec- 
tangles.. 

IX II. D»n8 tout triangle spkérique rectangle, le rayon eêi au «i»«i» 
de V hypoténuse, comme le sinus^ d!un des angles obliques est au 
sinus du côté opposé, f. 10. 

Soit ABC le tria^igle spliériq.ue proposé, A son angle droit, B 
et G les deux angles que nous appellerons angles obliques, et qui 
cependant pourraient être droits Fun ou l'autre, ou tous les deux;- 
je dis qu'on aura la proportion R : «tnBC :: sin B : sin AC. 

Du centre de la sphère , menez les rayons OA , OB , OC ; pre- 
nez ensuite OF égal au rayon des tables , et du point F menez FD 
jperpendiculaire sur OA; la ligne FD sera perpendiculaire au plan 
OAB, puisque, par hypothèse, Tangle A est droit, et qu'ainsi les 
deux plans OAB, OAC sont perpendiculaires entre eux. Dû point D. 
menez DE perpendiculaire surOB^ et joignez EF; la lignç EF sera. 
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aussi perpendiculaire sur OB , et ainsi l'angle BEF mesurera l'in^ 
*clinaison des deux plans OBA , OBC , et sera égal à l'angle B du 
triangle ABC. Cela posé dans le triangle DEF rectangle en D , on 
à R : sin DEF :: EF : DF; or l'angle DEF=B , et puisque OF=R , 
on a EF = sin EOFœ: ain BG, DF àsz sin AG. Donc R : sin B :: sinBC: 
sin AC , ou 

R : sin BC :; sinB : sin AC. 

Si on appelle a l'hypoténuse ou le côté opposé à Tangle droit 

A , fc le côté opposé à Tangle B , c le côté opposé à l'angle G, ou 

aura donc 

R-: sin a :: sin B : sin b y: sin G : sin c, 

• ce qui fournit déjà deux équations entre les parties du triangle 
sphérique rectangle. 

LJLUU Dans tout triangle sphérique rectangle le rayon est au co- 
sinus d'un angle oblique, comme la tangente de l* hypcthénuse est 
à la tangente du côté adjacent a cet angle, f. 10. 

Soit toujours ABC le triangle proposé rectangle en A , je dis 
qu'on aura R : co« B :: tang BC : tang AB, 

Car en faisant la même construction que ci-dessus, le triangle* 

fectangleDEF donne la T)roportion R : cos'ÙIfF:: EF : ED. Or, 

on a DEF =B , EF = 5m BC , OE = cas BG , et dans le triangle OED 

^ _ ,, ^^ QE tang DOE cos BC iang AB 
rectangle en E,on aDE=r ' =-= -^ — 2 . 

MX K ' 

. . ^^ cosBCtang AB R éin B£ 

'doncR: co< B::smBC: =r— ^ — :: -— - : tanq AB, 

R cos BC ^ ' 

ou enfin 

R : cos B :: tang B C< tang AB. 

Si on fait comme ci-dessus BG=a et ABî= c , on aura R : casB f, 

R tang c tang coota _ 
Iang a : tang c, ou cos ii=— = — .Lemêmeprin- 

>cipe appliqué à l'angle C, donnera co«C=-; — ^^ — r ^^^^ ^^ ^ 

tang a R 

Lxiv. Dans tout triangle sphérique reetangle le rayon est aucosi- 
-nus d'un côté de V angle droit, comme le cosinus de i^ autre côté est 
4iU cosinus de l'hypothénuse, f. 10. 

Soit ABC le triangle proposé rectangle en A, je dis qu'on aura 
R : cos AB:: cos AC : cos BG. 

Car la construction étant la même que dans les deux propo- 
sitions précédentes , le triangle ODF reclang e en D , où l'on a 
4'Jivpoténuse OF = R, donnera OD =rco« D<JF=:co« AC; ensuite 
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OD cos DOE 
le triangle OD E rectangle enE, donnera OE— ^ = 

cos AC cos AD , , 1 ^T.^ r^^ 
^-: Mais dans le triangle rectangle OEF, on a 0E= 

« ^ , ^ r. cos AC CM AB . . ^ 

<îos B C ; donc co« B C = ou , ce qui revient au 

même , 

' 'R.: cos AC :: cos AB : cos BC. 

Ce troisième principe s'exprime par l'équation R cos a=: cos b 
cos c; il n'est pas susceptible d'en fournir une seconde , comme les 
deux précédents , parce que la permutation faite entre i& et c n'ap- 
porte aucun changement à l'équation. 

Lxv. Au moyen de ces trois principes généraux, on en peut trouver 
trois autres nécessaires pour la résolution des triangles sphériques 
rectangles. Ces derniers principes pourraient se démontrer direc- 
tement, chacun par une construction particulière ; mais il est pré- 
férable de les déduire des trois premiers par voie d'analyse , ainsi 
qu'on va le faire. 

R sin h R tang h 

Les équations gin B = "; ■ cos C = ^- donnent par 

* sin a ' tang a *^ 

cos C fana h sin a cos a , 

ieur division-: — -=== .\ , = -•= (suivant le troi- 

stn D stn b tang a cos b 

. 4S0S C ^ . . , . . 

sieme principe) — -- . On a donc ce quatrième principe 

sin B : cos C : : R : cos c , 

duquel résulte aussi par la permutation des lettres sin C : cosB:: 
R : cos b. 

Le premier et le second principe d-onnent«tn B: =-^ » 

- '^ . sin a 

cos B = ^ — ; de là on déduit s^"— ^=-: ^ 

tang a cos B R stn a tang c 

J{ sin h , j . . . . • • \ R^ sin b 

:-— :^ (en vertu du trpisieme principe) 

cos a tang c cos b cos c tang c 

z=: — J- — . Donc on a pour cinquième principe l'équation tang 
. sin c 

^ R ta7iq h „ , . « « . r 

g-- 2 — j ou 1 analogie R : tang B :: s«« c : tanq b; 

sin c 

d'où résulte aussi par la permutation des lettres : '" 
R : tang C :: sin h : tang c. 
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lUnfin ces deux Formules donuent fang B teing Cr= 

R^ ianq b tanq c R* , . j . . • . . . v 

f- s — = -— = (en vertu du troisième principe ) 

sin b sin c cos b cos c . 

R» 
. Donc R' = C08 a tang B tang Ç , ou coi B co* C = R co« «, ou 



tang B : cof C :: R : cos a. 

C'est le sixième et dernier principe : il n'est pas susceptible de four- 
nir une autre équation , parce que la permutation entre C et B n'y 
produit aucun changement. 

Voici la récapitulation de ces six principes dont quatre donnent 
«chacun deux équations. 

I. "Ksin hri^sin a sin B, R sin c=zsin a sin G 

II. H; tang b =ztang a cos G , R tang c = tang a cos B 

III. R co« a= cos b cos c, 

IV. R co« B = sin Ccosb, "R cos Q=:p sin B cos e 

V. R tang b = ^in c tang B, R tang c = sin b tang G 

VI. R cos a = cot B cot C. 

11 en résulte dix équations contenant toutes les relations qui peu- 
Tcnt exister entre trois des cinq éléments B, G, a, b^c; de sorte 
que deux de ces quantités étant connues avec l'angle droit , on con- 
naîtra immédiatement la troisième par son sinus , son cosinus , sa 
tangente ou sa cotangente. 

Lxvi. Il est à remarquer que lorsqu'un élément sera déterminé 
|)arson sinus seulement, il y aura deux valeurs de cet élément, et 
par conséquent deux triangles qui satisferont à la question. Gar le 
même sinus qui convient à un angle ou à un arc , convient aussi à 
son supplément. Il n'en est pas de même lorsque l'élément inconnu 
sera déterminé par son cosinus , sa tangente ou sa cotangente. Alors 
on pourra décider, par le signe de cette valeur, si l'élément dont il s'a- 
git est plus grand ou plus petit que 100" ; l'élément sera plus petit 
que 100" , si sop cosinus , sa tangente ou sa cotangente a le signe -{-; 
il sera plus grand que 100", si l'une de ces ligties a le signe — . 
On pourrait établir sur ce sujet "dès préceptes généraux qui ne 
seraient que des conséquences des six équations démontrées. 

Par exemple , il résulte -de l'équation R cos ar= cos b cos c, que 
les trois côtés d'un triangle sphérique rectangle sont tous moindres 
que 100" , ou que des trois côtés deux sont plus grands que 100", et 
le troisième moindre. Aucune autre combinaison ne peut rendre le 
signe de cos b cos c pareil à celui de cos a, comme cette équation 
l'exige. 
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De même Téquation R iang c=«tn h iàng C, où sin b est toujout^ 
.positif, prouve que tang G a toujours le inême signe que iang c. 
Donc dans tout triangle sphérique rectangle un angle oblique et le côté 
qui lui est opposé, sont toujours de la même espèce; c'est-à-dire, êont 
tous deux plus grands ou tous deuw plus petits que ÎOO**. 

Résolution àes inangles sphériques rectangles. 

Lxvii. Un triangle sphériqtie peut avoir trois angles droits , d 
alors ses trois côtés sont de 100**; il peut avoir deux angles droite 
sTeulement , alors les côtés opposés sont tous deux de 100® , et il reste 
un angle avec le côté opposé qui sont mesurés l'un et l'autre parhs 
même nombre de degrés. Ces deux sortes de triangles ne peuvent, 
comme on voit , donner lieu à aucun problème; on peut donc faire 
abstraction de ces cas particuliers, pour ne considérer que les trian- 
gles qui ont un angle droit seulement. 

Soit A l'angle droit, B et G les deux autres angles qu'on appelle 
angles obliques , soit a l'hypoténuse opposée à l'angle A , i& et clés 
côtés opposés aux angles B et G. Étant données deux des cinq quan- 
tités B, G, a, i&, c, la résolution du triangle se réduira toujours k 
Vtm des six cas suivants. 

PREMIER CA». 

ixviii. Étant donnés l'hypoténuse a et un côté b , on trouvera leê 
deux angles B et Cet le troisième côté c par les équations 

. _ R sin b tanq b cot a R cos a 

S€n B sac — -^ — ■ — , cos L sn - — 2 — i^ — , cos c = '-~r*^' 

^n a R cos b 

L'angle G lie peut laisser aucune incertitude, non plus que le côté à; 
quant à l'angle B , il doit être d(^ même espèce que le côté donné ik 

DEUXIÈME Cas. 

Z.XIX. Etant donnés les deux côtés de F angle droit hetc^ on tro^ 
€era V hypoténuse a et les angles B et C par les équations 

cos b cos c ,. R tfi^ b ■ ^ R tang t 

cos a= =; , tanq B =: — : — '• — > tang L ss — : — i?— v 

R ' ^ stne ^ sine 

Il n'y a dans ce cas aucune ambiguïté. 

. TROISIÈXE CAS. 

Lxx. Étant donnés thypoténuse a et un angle B y on aura les deux 
€Ôtés lûetQ et Vautre angloCpctr les équations 

_ sinasinb tanq a cos B _ cos a tanq B 

sin b =■ , tang c = ■ .. , C{?^G=: — 2 — ^ 

U JtV. U 
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Les éléments c et C sont déterminés sanis ambiguïté par ces formules; 
quant au côté b , il sera de même espèce que l'angle B. 

QVATRIÈVB CAS. 

ixxi. Etant donné le côté de l'angle droit h avec Vangh opposé B, 
on trouvera les trois autres éléments ayC et Cpar les fovn^uhs 

R sin h tang h cot B . _ R oos B 

stn a=z — . .^ .stnc ^r \^ ,<inC= =—• 

siuB R cas b 

Dans ces cas, les trois élémemts inconnus sont déterminés par des 
sinus, ainsi la question est susceptible de deux solutions. Il est évi- 
dent en effet que le triangle ABC et le triangle AB'C sont tous deux 
rectangles en A, ont tous deux Iç même côté AC=:& et le même angle 
opposé BzzrB',/". 11. Au restée, les va leur s doubles doivent se combiner 
de manière que c et C soient delà même espèce ; ensuite l'espèce de 
c et A détermine celle de a par l'inspection de la formule cos b cosc 
=?R cos a, mais la valeur de a se déterminera directement par 

Féquation stn a =-. --^ 

sin ft 

CniQUliXE CAS. 

i>xxii. Étant donné un o6té de V angle droit h avec l'angle adjacent 
Ç , on trouvera les trois autres éléments a , c , B , par les formules 

cot b cos G sin b tanq G « cos b sin G 
cota = ^ , tang c = ^^-^ , co«B=; g-— • 

Dans ce cas il ne peut rester aucune incertitude sur Tespèpe des élé-. 
ments inconnus. 

SIXIÈME CikS. 

I.XXIII. Étant donnés les angles obliques làfit C , on trouvera les trois 
côtés a, b, c, par les formules 

cotBcotC , Rco^B KcosC 

eosaz=: , cosb= ^ . ■ , cm o = , ^ • 

R stn Q stn a 

Et dans ce cas il ne reste encore aucune incertitude, 

REMARQUE^ 

txxiy. Le triangle sphérique dont A, B, C, sont les angles, et a, b, Cy 
les côtés opposés , répond toujours à un triangle polaire dont les 
angles sont suppléments des côtés a,by c , et les côtés supplémQqts 
des angles A , B , G ; de sorte que si on app elle A' , B', C! , les angl^ 
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du triangle polaire ,eia , b\c' , les côtés opposés à ces angles , om 
aura 

A' = 200*^— a , B' = 20Q«— 5 , C =200»— c 
a'=200»— A, 5' = 200^—8, c'=r20a— C. 
Gela posé, si un tri'angle sphérique a un côté a égal au quadrantv 
il est visible que Tangle correspondant A* du triangle polaire sera, 
droit , et qu'ainsi ce triangle sera rectangle. Bonc lesdeux données 
yju'on doit avoir, outre le côté de 100*, pour résoudre le triangle- 
proposé , serviront à trouver la solution du triangle polaire , et par 
suite celle du triangle proposé. On pourrait tirer de là des jPormules 
semblables aux précédentes pour résoudre directement les trian- 
gles sphérîquesqui ont un côté de lOO**. 

Un triangle isoscèle se partage eu deux triangles rectangles égaux 
dans toutes leurs parties , ainsi la résolution des triangles sphéri- 
ques isoscèies dépend encore de celle des triangles sphériques rec- 
tangles. 

Soit ABC, /*. 12, un triangle sphérique, tel que les deux côtés AB, BC' 
soient suppléments F un de l'autre ; si on prolonge les côtés AB , AG^ 
jusqu'à leur rencontre en D , il est clair que BC et BD seront égaux 
comme étant suppléments d'un même côté AB; d'ailleurs il est vi- 
sible que les parties du triangle BCD étant connues , on connaît cel- 
les du.triaUglo ABjG qiii est le reste du fuseau AD, et vice versé^/Donc 
la résolution da triangle ABC, dans lequel deux côtés font ensemble 
200® , se réduit à celle du triangle isoscèle BCD , ou à celle du trian-^ 
gle rectangle BDË qui est la moitié de CBD. 

Lorsque les deux côtés AB , BC , sont suppléments Tun de Tau- 
trie , il faut que les angles opposés AGB", BAC , soient aussi sup- 
pléments l'un de l'autre ; car BCD est supplément de BCA ; or 
BCD=D=A.Doiio on ne peut avoir a-}-c=:200°,ce qui est réciproque- 

De là 0|i voit que la résolution des triangles sphériques rec- 
tangles comprend j 1° celle des triangles^ sphériques qui ont un 
côté égal au quadrant ^ 2° celle des triangles sphériques isoscèies ; 
2** celle des triangles sphériques dans lesquels la somme de deux 
côtés est de 200**, ainsi que celle des deux angles opposés. 

Principes pour la résolution des triangles sphériques e» 

gencraL 

\,\x\. Dans tout triangle sphérique les sinus des angles soni comme' 
les sinus des côtés opposés, f. 18. 

Soit ABC un triangle sphérique quelconque , je dis qu'où aura. 
siu B r «tn G :: stn AC : sin AB. 
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Du sommet A abaissez l'arc AD perpendiculaire sur le côté 
opposé BG , les triangles rectangles ABD, AGD, donneront les pro-- 
portions 

sinB : R :: sin AD : sinAB 
R : sin C :: sin AG : sin AB* 

Mtt!iiplian4s ces deux proportions par ordre et omettant fes fae- 
teurs communs , on aura 

sin B : sin G :: sin A€ : sin AB« 

Si la perpendiculaire AD tombait au debors du triangle ABC , ou 
aurait les deux mêmes proportions dans Tune desquelles sin C- 
désignerait «m AGD ; mais comme l'angle AGD et Tangle AGBisout 
suppléments Tun de l'autre , leurs sinus sont égaux ; ainsi on 
aurait toujoui's sin R :. sin C :: sin AG : sin AB. 

Soient a, h,e, les cotés opposés aux angles A ^ B, G, chacun 
à chacun, on aura, suivant cette proposition, sin A : sin a :^ 
sin B : sin b :: sin G : sin c; ce qui donne la double équation :. 

- ■ sin A. sin B sin G 

sm a sin^ h sin 6- 

LXxvi. Dans tout triangle sphérique le cosinus d'un angle est égal aur 

quarré du rayon multiplié par le Cosinus du côté opposé, moins le pro* 

duit du rayon par les cosinus des côtés adjacents , le tout divisé par le 

produit des sinus de ces mêmes côtés : c'est-à-dire qu^on a pour l'angle- 

^ _ - Rî cos c — R cos a vos b 

C , par £xemple , cos L =3- — — - . 

sin a sin b 

On aurait semblablement pour les deux autres angles, cos A = 

, ^^ eosia—^J^cos bcosc. R^ vos b'-^'^icosacoso 

: — r — : ' et oos B=: : 

sin b sm c sin a stn c 

Soit JVBC, jf. 15, le triangle proposé dans lequel on fait BG=ûr,, 
AG =: 5, AB = c. Du point , centre de la spbere , tirez les droites 
indéfinies OA , OB , OG ; prenez OD à volonté , et par le point D , 
menez D£ dans le plan OGA et DF dans le plan OGB, toutes deux 
perpendiculaires à OD, lesquelles rencontrent en E et F les rayons 
OA , OB , prolongés ; enfin joignez EF. 

'L'angle D du triangle EDF est par construction la mesure de 
l'angle que font en£re eux les plans ÔGA , OCB , ainsi l'angle EDF 
est égal à l'angle G du triangle spbérique ACB : or dans les triau- 
gles DEF, OEF, on a (xxv) 
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€ot EBF "dë + DF — Ëf' 
R "; 2 DE.DF 

9P$ EOF, _ "5if +ôf''— ef'' 

R — 2 OE . OF 

Prenant dans la seconde la valeur de EF^et la substituant dans U 
première , on aura 

COS EDF ^'^ 1- TÏF^ rvv^ 1^^ I «rv-n Vr. COS EOF 



DE +DF — OE -.. OF + 20E . O^^-ÎLI"^ 
' R 



R 2I)E . DF 

Or OÊ'— DE = OD et OÏ"*— DF^=OD , on a dono 

cas EDF = QE.OF. co. EOF-ÔD^R 
?E.DF ^ 

Il ne s'agfh plus que de substituer dans cette équation les Taleurs, 
relatives au triangple sphérique,: or on a 

EDF = C, EOF= AB = o, — =— 5_ = _jî_, 2L — 

DE 8in DOE 9in b m ~ 

R _ R OB_ cog POE _ co< i& OD _ COS DOF cos a 
sin DOF "^ #m a ' DE «m DOE ~ coab' W~ $in DOE^^^^^lïTa'" 
Bonc 

R^M c — R COS a C08 h 



co«C=- 



sin a sin b 



Ce principe , qui , étant appliqué successivement aux trois angles 
fournit trois équations, suffit pour la résolution de tous les problèmes, 
de la trigonométrie sphérique : il a , par rapport aux triangles spbé- 
riqùes, la même généralité que le principe de Tart. xlv , par rap- 
port anx triangles plans. En effet, puisqu'on a toujours trois élé- 
jnents donnés par le moyen desquels il faut déterminer les trois au- 
tres, il est clair que ce principe donne les équations nécessaires pour, 
résoudre le problême , équations qull appartient à l'analyse de dé- 
velopper ultérieurement, pour en tirer, suivant les différents 
cas , les forniules les plus simples et Iqs mieux adaptées au calcul lo- 
garithmique. 

Lxxvn^ Puisque le principe dont nous parlons est absolunoient gé« 
npral, il doit renfermer tous les autres principes relatifs aux trian-. 
gles sphériques, et notamment le principe du n® ixxv. C'est ce qu'il, 
st facile de vérifier. 
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En eflFet lequation c6« C = : = donne R* a-- 

stnasinb 

yos'^ C ou sin^ C = 

Ra sin^ a sin^ 5 — Ra çqs^ g cpsH -f 2 R^ cos a cvs h co sc — R* cos^ e 

sin^ a sin^ b 
Or 9in^ a 8in^b—{ R^ _ cos^ a) (R^ _ coi -6 ) = R* — R^ coa^ a 
- — R^ cos^ b -|- cos"^ a cos^ b. Donc en substitu#*nt et extrayant la ra- 
cine , on aura 

^*'*^~ sin a sin ^ K^*—^^ <^^^^ a^Ji^cos^ b^K^cos^c+2Kcosacosbcosc) 
^oit pour abréger Zrr 

X^(K*~K^coê^a—'R^co8^b — K^cos^€^^K coa a co$l coa c), 
on aura donc 

aùiaainb aine ain a ain bain c 

Les valeurs de caa A et de coa B donneraient semblablement 
ainA_ RZ ain^ _ RZ 

ain a ain a ain b sin c ' ain b sin a ain b ain c ' 
car la quantité Z ne change pas, lorsqu'on fait la permutation entré 
deux des quantités a, b, c ; donc on a 

sin A ain B «tn C . , 

-u- ::=: .._ — ^±:;^ «^ — , ce quiesx te principe du n» ixxv. 

«1» o , atn b stn c * x 

Lxxvin. Les valeurs que nous venons de trouver ^owrcos C et ain 
^^ peuvent servir à trouver les angles d'un triang'ïe sphérique 
dont on connaît les trois-côtés ; mais il existe d'autres formules plUi 
commodes pour le calcul logarithmique. 

En effet, si dans la formule R^^^R<ro:s€s±:2«in^^ C, on substi- 
tue la valeur ite coa C , on aura 

2 ain ^ € cos^ coa a coa b -|- sin a ain b — Yi coa c 

^^ R ain a ain b 

Le numérateur de cette expression se réduit à R coa {a i) R 

^oac; or, d'après la formule R coaq — R co* jo = 2 ain ^ (o -4-a) 
sin\{p -^q ) (xxviii) , on trouve R coâ<aJ— 6) — R co« es 2 ain ^ 
{c — b-{^a)ain^ (c — o4-i&);donc 

lc,\-b — a\ . fc^a~b\ 



3- 



R^ ain a ain b 

!. c-^b — a , c-Ua — b\ 
atn • — î— r atn • — ! ( 
2 - 2 } 
ain a ain b ^ 
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tl est évident qu'on aurait des formules semblables pour exprimer 
#t« J A et«tn 3 B , par le moyen des trois côtés a, h, c .' 

Lxxix. Le problème général de la trigonométrie sphérique con- 
siste , comme nous l'ayons déjà dit , à déterminer trois des six quan^ 
tités A, B, C, a, />, c, par le moyen des trois autres. Il est nécessaire, 
pour cet objet d'avoir des équations entre quatre de ces quantités , 
prises de tontes les manières possibles ; or, six quantités combinées 

6.5 

quatre à quatre ou deux à deux , donnen t ^ ^ ou 15 combinai- 
sons , ainsi il y aura quinze équations à former ; mais si on ne con- 
sidère que les combinaisons essentiellement différentes , ces quinze 
équations se réduisent à quatre. 

En effet , ou a , 1** la combinaison a B c A , qui comprend , par la 
permutation des lettres y<ib c A y a b cB , m b e C ; , 

2*» La combinaison a il A B, d'où résultent^i i&AB,i&cBG,ocAG; 

â*^ La combinaison a i& A C , qui comprend les six a il A C , a £ B G, 
acAB,acBG,i6cAB,2cAC; 

^^ Enfin , la combinaison a A B G , qui comprend les trois a A B€, 
ibABC,cABG. 

Il y a donc en tout quinze combinaisons , mais 41 n'y en a que qua- 
tre essentiellement différentes. 

... 4 R^ con a — R co« b C08 c 

ixxx. L équation cos A = : — =— ^ — ^ , représente 

8%n bain c '^ 

déjà la première combinaison a i& c A et celles qui en dépendent. 

Pour former l'équation qui répond à la combinaison ail AB, il 
faut éliminer c des deux formules qui donnent les valeurs de cos A 
et cos B ; mais l'élimination a déjà été faite (LXXYII) , et le résultat 

sin A sin B 

sina siub 

La troisième combinaison se forme de la relation entre a , & , A, G ; 
pour cela ayant les deux équations 

cos A sin b sin c = Ra co« a — R cas b cos c, 
cos G sin ib«t« a = R^ cos c — R cos b cos a, 

on en éliminera d'abord cos c , ce qui donnera R cos A sin c -j- co* C 

sina cosbz=zB cos a sin b: mettant ensuite dans celle-ci la valeur 

sin a sin G , . . , , . . 

stn c= — : — - — , on aura pour la troisième combinaison 
stn A 
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cot A ain C-^cosC cos bz=z cota sin b. (1) 
Enfin , pour avoir la relation entre A , 6 , C , a , j'observe que 
<dans l'équation précédente le terme cot asinhzzzli cos a. 



8tna 

1E[ cos a. ... ■. ; donc, en multipliant cette équation par sm A, on 

sinX 
aura 

R cos A sin C = R co« a sin B — sin A cos C cos b. 
Si dans ôette équation on permute entre elles les lettres A et B, ainsi 
.que aeib, on aura 

R cos B sin G = R cos b sin A — sin B cos C cos a, 
£t de ces deux-ci on tire y en chassant cos b , 

R3 cos A sin G -|- R co^ B sm G cos G = cos a sin B «»n^ C 
Donc enfin 

R* cos A 4- R cos B cos G. 

cos a = 2- _ 

sin D sin G 

tl'est la relation cherchée entre A, B, G, a, ou la quatrième des 

équations nécessaires pour la résolution des triangles sphériques. 

Lxxxi. Gette dernière équation entt*e A , B , G, a, offre une analo- 
gie frappante avec la première entre a, Jb , c , A : et on i>eut rendre 
raison de cette analogie par la propriété des triangles polaires ou 
supplémentaires. En effet, on sait que le triangle dontles angles sont, 
A , B , G , et les côtés opposés a , & , c, répond toujours à un triangle 
polaire , dont les côtés sont 200°— A , 200° — B> 200»— G , et les 
anglesopposés 200° — a, 200°— Z> , 200° — c. Or le principe de Tar- 
ticle Lxxvi étant appliqué à ce dernier triangle , il en résulte 

.^^^ V R^cos(200°— A)— Rcos(200°— B)cos(200°— G) 
.os (200°_«)= .,.(,o;-.B)sm(200°-G) i 



\l) Pour retenii* aisément cette formule et la retrouver au besoin , voici 
une règle de Mnémonique : 

1* Avec un côté a et Tangle opposé A, .. 
Avec un autre côté h et l'angle adjacent C , 

formez Téqualion fictive cot acot k=z cot bcotC, en observant de mettre les 
petites lettres avant les grandes. 

2» Multipliez de part et d'autre par sin h sin C , en supposant le rayon R 
= If vous aurez ' r 

cot a sin h cot A sin C = cos h cos C. 
3" Dans le premier membre, séparez les petites lettres des grandes, en met- 
tant à celles-ci le signe — vous aurez Téquation vraie. 

cot a sin h •— cot À sin C = cos h cos C , 
laquelle étant homogène aura lieu^ même sans supposer R = 1. 

37. 
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ce qui se réduit à 

Rfl coà A 4- R «^o« B eos C 

co$a:=: . ' . ,, y 

stn D 8tn L 

ainsi que nous Tavons trouvé par une autre Yoie. 

Cette formule résout immédiatement le cas où l'on veut détèr^ 
miner un côté par le moyen de trois angles; mais, pour avoir une 
formule plus commode pour le calcul logarithmique, on substituera 

cos a 3 sitt^ ^ a 
la valeur de cos a dans Téquation 1 — = — wF" > ^® ^^* ^^^" 

sin^ r a sitiBsinC — cosBcosC — l^cosk — Rcos(B-}-C) — KcosA 

nera-^^^â ^sinBsinC !2 sin B sin G 

Et parce qu'on a en général (xvm) R cos p-j-R co< g = 2 co« ^ (j»+9) 

cos^{p'^q)y cette équation se réduit à- 

sin^la _ ^cosl{k+B+C)cosl{B + C — A) 

R2 «wB«tnC ' 

où.il faut observer que le second membre , quoique sous une forme 

négative, est néanmoins toujours positif. Car on a en général stn 

* r./v V = »in X cos 100° — cos x sin 1 00° , 

{x — 100°) ' =z= — co« a? donc 

R 

— c(>s i ( A + B + C)=5inf A±|+£ _ 100° ] 

quantité qui est toujours positive, parce queA-|-B-|-C étant 
toujours compris entre 200° et 600°, l'angle i (A + B -}- C) — 100° 
est compris entre zéro et 200° ; d'ailleurs cos^^ {B-^-C — A) est tou- 
jours positif, parce que B -}- C — A ne peut pas surpasser 200°; en 
effet dans le triangle polaire le côté 200° — A est plus petit que la 
somme des deux autres 200* — B, 200* — C ; donc on a 200* — A < 
jlOO" — B — C,ouB4-G — A<200*. 

Étant ainsi assuré que le résultat sera toujours positif, on aura, 
pour déterminer un côté par le moyen des angles, la formule 

. A+B + C B + Q— A. 

.1 -ni / 1 — COS : ' cos ^ ■ / 

stn -^ a = R JX } 2 2 ). 

\ sin B sin G ) 

Lxxxn. Avant d'aller plus loin , nous remarquerons que de ces 
formules générales, on peut déduire celles qui concernent les trian- 
gles spbériques rectangles. Pour cet effet, on fera A=100*, tant 
dans les quatre formules principales que dans celles qui en déri- 
vent par la permutation des lettres. Et d'abord l'équation cos A sin 
b sin c= R^ cos a — R cos b cos ç , donnera par cette substitution 
B cos a=zcos b cos c. ^ (1) 
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Les dérivés de Téquation générale ne contiennent point A , et 

ainsi ne donnent aucune relation nouvelle dans le cas de A= 100*. 

,,. . sin A, sinB , 

L équation — : — z= . . > donne dans le cas de A= 100». 
8tn a stn b ' 

R _ sin B 

stn a sin b ' ^ ' 

•p. 1 j' . . **'* A sin £ ^ . . , R «««C 

JLt la dérivée — : — = donnerait également — ; — =r 

stn a stn c stn a sin c . 

mais celle-ci est elle-même une dérivée de Féquation (i2). 

L'équation cot A sin C-^cosC cos bzzzcot a sin h ^ donne dans le 
cas de A=:100% cos C cos b:=:cotasin i, ou 

€08 G tang a=:K tang b. (S) 

La dérivée oot G sin A -j- ^^^ A cos b:=:cotc sin b , donne dans 
le même cas , R cq^ G = cot c sin b , ou 

R tang c:=zsin b tang G. (4) 

Enfin la quatrième équation principale sin B sin G cos a = Ra 

€os A -|- R cos B cos G , et sa dérivée sin A sin G cos i& = Ra C0« 

B -|^ R co« A co« G , donnent dans le cas de A = 100% sin B sinQ 

eoê a= R C0« B oos G et «in G cos i& ;= R cos B , ou 

cot B co* G = R cos a, (5) 

«in G cos i6=;=R co« B. (6) 

Ce sont les équations sur lesquelles la résolution des triangles 

rectangles est fondée. 

• 

Ltxxiii. Nous terminerons ces principes par la démonstration 
des Analogies de Népety qui servent à simplifier plusieurs cas de 
la résolution des" triangles sphériques. 

Par la combinaison des valeurs de cos A et cos G exprimées en 
a y b y c , nous avons obtenu l'équation ( ixx ) 

R oos A «tn c = R cos a sin b'-^cos G sin n cos b. 

Celle-ci donne par une simple permutation ; 

R co« B sin c=z/R,çosb sin a-^cosC sin b ooê a^ 

Donc en ajoutant ces deux équations , et réduisant , ou aura 

sin o{cos A^co8B)zzz{K'-^cosC)sin (a-^-b), 

^ , . sin c sin a sin b 

Mais puisque -7—-=: -: — r =^ -r^ ^^ * 

stnKj stn A sin B 

sin c ( «tn A -|- sin B ) == sin G ( sin a -}- sin b ) 
et sin c {sin' A. '^^ sin B):=:«tnG {sin a^'^sin b). 

Divisant successivement ces deux équations par la précédente^ on 
aura 
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sin A'-|- êim B $m^ G êin « -(- sinf h 

cos A -J- co«B R — co* G sin ( a4- A) 

*m A — sin B «in G sin w^siu b 

cosA'\'sinB R — cosC' sin (a-f"^)' 

Et en rédaisant celles-ci par lés formule? des articles xxix et xxx^ 
il viendra 



#aitjri(A— B).= co/|-G.- 



tftn ^ (g — b) 
sin^ (a-j-^) 



Donc étant donnés les deux eètés a et i& avec Tangle compris C, 
on trouvera les deux autres angles A et B par les analogies , 

eo» ^ (a-^ b) : co8^(ar^b) iieot^Citang ^ (A + B) 
«m 5 i^ + b): sin ^ (a—b) iieoi^C : *an^ i ( A— -B). 

Si on applique ce» mêmes analogies au triangle polaire du trian^ 
glc ABG, il faudra mettre 200« — A, aOO«— B, 200»— «,âOO* — 
h, 200<»— 6 , à la place de a, &, A , B, G, respectivement , et on 
aura pour résultat ces deux analogies 

cos ^ (A-fB) : cos ^ (A — B^ :: tangue : tangl {a-^-b) 
sin I (A + B) : sin ^ (A — B) :: iang^ c : tang i (a— A), 

au moyen desquelles^ étant donnés un côté a et les deux angles 
adjaeents A et B, on pourra trouver les deux autres côtés a et 6, 
Ges quatre proportions sont connues sous le nom d'Analogies de 
Néper. 

Resolution des triangles spheriques engéhéraL 

La résolution des triangles sphériques comprend six cas géné- 
raux, que nous ailons développer successivement. 

PJkSHIER CAS. 

Lxxxiv. Étant donnés les trois câtés a, b , c , on trouvera un angtê 
quelconque , par exemple, l'angle A opposé au côté a , par la formule : 

Ia-4-ib-r-'a . «+c— i&y 
""-^^^'^ — T-" . 
sin b sin c } 
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DECXiiHB GàS^ 

S,xzxT. Éfanf donnés deuic eûtes a et h avec l'angle A opposé à 
l'un de ces côtés , trouver le troisième côté c et les deux autres angles^ 
B et C. 

P Lansle B se trouvera par lequation »im B=: : . 

S» Pour avoir l'angle G , il faut résoudre l'équation 

cot A m C 4" eos C cos b:s^cot a sin h, 

$oit pris pour cet effet un angle auxiliaire ^ de manière qu'on 

cos h ianq A ^ cos b cos é ^^ , 

ait tamg (p= — ^ — , ou coi A= ^ cette valeur 

^ R s%n(p \ 

cos h 
de cotk étant substituée dans l'équation à résoudre, donne — : — - 

sin ^ 

{ cos f «tn c 4" ^^ Ç eosC)z^ cot a sin h, d'où l'on tire 

^n(C + ç)- ^^^^^ . 

Par cet artifice , on voit que les deux termes inconnus dans l'é- 
quation proposée se réduisent à un seul , d'où il est facile de ti« 
rer l'angle C» 
8** Le côté c se trouvera par l'équation 

sin a sin G 



stn cz 



sin A 



On peut aussi le déterminer directement par la résolution de 
l'équation ; 

R cas h cos c-^co^ A W« h sin e=R.3 cos a. 

R cos h sin ^ 

Pour cet effet, soit cos A sin b = " ■ ou tang ^=: 

' cos Ç> i * ^ 

cos A tang b cos b 

r. ^^ a^ra i cos cco8iSi.-\' sine sin a> ) =R cos a. 

R ' cos ç ^ ^ ■ ^' 

Donc en cherchant d'abord l'auxiliaire ç par féquation tang (p 

cos A. tang b i a.» v *• 

= ±. — , on aura le cote c par lequation 

R 

, . cos a cos û 

co« ( c — ^) ==; — r— . 
cosb 

^ ' '. 
Ge second cas peut avoir deux solutions y ainsi cjue le cas analogue 

des triangles rectilignes. 
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TROISIÈME CAS. 

Lxxxvi. Étant donhésdeuj; côtés a et h avec V angle oompriêC^ trou- 
ver les deux autres angles ketJ^et le troisième coté c. 

i" Les angles A et B se trouvent par ces deux équations 

. cet a sin h — cos C cos h 

cotAz=: ^ 

sinQ 

^ cot h sin a — cos C cos a 

co*B== — ; , 

stn C 

dans lesquelles les seconds membres pourraient être réduits à un 

seul terme, au moyen d'un auxiliaire ; mais il est plus simple, dans 

ce cas, de se servir des analogies de Néper, qui donnent 

A — B . _ «mi (a— 5) 

tang __- =cot\(L, . \\ ^, 
-û stn-^^a-^-b) 

-^+5 ,^ cos^ia — h') 

-â co«|'(a-|-6) 

â"* Connaissant les angles A et B, on pourra calculer le troisième 

côté par l'équation sin c:=zsin a. . ■ ; mais pour déterminer 

stn A. 

c directement , on a l'équation 

R^ cos c = sin a sin b cosC-^-K cos a oos h. 

Soit pris Fauxilaire <p , de manière qu'on ait sin 6 oo« C = cos h tang 

cos c tanq b 
f ,ou tang(p=: — ^-^, on aura 

oos b , . 

cos c = — — co^fa— ^} 
cos (p ^ ^'« 

QDATRIÈHE CAS. 

Lxxxvii. Etant donnés deux angles A et B avec le côté adjacente ^ 
trouver les deux autres côtés a. et b et le troisième angle C. 

1° Les deux côtés aet i& sont donnés par les formules 

cot A sin B 4- cos B cos c 

cot a ==1 ■• — 

sin c 

, cot B sin A -4- cos A cos c 

cot b = ^ , 

sin c 

mais on peut les calculer plus facilement par les analogies de Néper^ 

savoir ; 

A4-B . A— B . ^ a—b 

sin ^ : stn — ^ — : : tang i c : ttfng ^ 

A+B A—B , a + 6 

'COS — 1-. \coS' :: tangue: tang -^. 
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êincsmS. 

S» Connaissant a et b on trouvera C par Tégaation sinCcz: — : . 

9tna ^ 

mais on peut aussi trouver C directement par l'équation 

R^ C08 C= cos csin A ain B — KcoaA coa B, 

Soit pris l'auxiliaire ^ , de manière qu'on ait 

cos c fana B 
C08 c ain B == co« B cot ÇyOVLCotç= g ^ 

cm aura 

« «in (À — ^) 
coa C = coa B. ^ 2L^ 

atnç 

Ce cas et le précédent ne laissent aucune indétermination. 

CirfQUIÈME CAS. 

ixxxviii. Étant donnéa deux anglea A ef B avec le côté a oppoaé à l'un 
de cea anglea , trouver lea deuw autres côtéa b, c, e^ le troiaième angle G. 

!• Le côté b se trouvera par l'équation sin b = ain a. . 

sin A 

% Le côté c dépend de l'équation 

cot a sin c — coa B coa c = cot A ain B. 

cosç cosBtanga coa B 

Soit cot a = cos B ou tang a> = 5 9 on aura -^ 

sin ç> ^ atn ^ 

{ain c coa ç — coa c sin <p ) = cot A ain B ; donc 

. , . tanq B ain (p 

atn (c — (p) = 1 — . 

^ ^^ tang A 

8* L'angle C se trouvera par la résolution de l'équation 

coa a ain B ain C — R coa B cos C =: R^ cos A. 

R cos B cos ^ cos a tang B 

Soit pour cet effet cos a sin B = : ■ , ou cot (p = > 

stn <p x»^ 

on aura — • — ( sin C cos ç — cos C sin ^) = R cos A ; donc 
sin ç 

«tn(C — <p)=: — . — . 

cos D 

€e cinquième cas est, comme le second, susceptible de deux solu- 
tions , ainsi que cela a lieu dans le cas analogue des triangles rec- 
tilignes. 

SIXIÉ9IE CAS. 

Lxxxix. Étant donnés les trois angles A , B , C , on trouvera un côté 
quelcofique , par exemple, le coté opposé à V angle A , par la formule 



atn 



\ Sin B 5iff C ' y 
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On peut remarquer que de ces six cas généraux les trois derniers 
pourraient se déduire des trois premiers, par la propriété des triant 
gles polaires : de sorte qu'à proprement parler , il n'y a que trois 
cas différents dans la résolution générale des triangles sphériques. 
Le premier cas se résout par une seule analogie , comme les trian- 
gles rectangles ; le troisième se résout d'une manière presque aussi 
simple , au moyen des analogies de Néper. Quant au àecond , il 
admet quelquefois deux solutions , tandis que le premier et le troi- 
sième n'en admettent jamais qu'une. 

xc. Pour distinguer dans le second cas si, pour des valeurs parti- 
culières données de kja,b, il y a deux triangles qui satisfont à la 
question ou seulement un, /*. 19; supposons d^ abord l'angle A<[100% 
et soient prolongés les deux côtés AC , AB jusqu'à ce qu'ils se ren- 
contrent de nouveau en A'. Si on prend l'arc AC < 100** et qu'on 
abaisse CD perpendiculaire sur AB, les côtés AD, CD du triangle 
rectangle ACD, seront tous deux plus petits que 100°, la ligne CD 
sera la distance la plus courte du point C à Tare AB , et en prenant 
DB' =DB, les obliques CB' , CB , seront égales et d'autant plus lon- 
gues qu'elles s^écarteront plus de la perpendiculaire. Soit AC = b^ 
CB ziz fl, on voit donc qu'un triangle dans lequel on a A < 100<», à 
<^ 100°, eia<C^h, a nécessairement deux solutions ACB, ACB' ; mais 
si, en supposant toujours A et i& plus petits que 100° , on a o ]> ^, 
alors le point B' passerait au-delà du point A, et il n'y aurait qu'une 
solution représentée par ABC. 

Soit ensuite AC > 100°, si on abaisse la perpendiculaire, CD' 
sur ABA', on aura de même CD' < A'C, et l'arc CB'" mené entre 
D' et A' , sera> CD' et> C'A' ; donc si on fait AC = i&, CB" =CB'" 
=: a, on voit que la supposition A <:^ 100° et i&> 100° donnera deux 
solutions si a -|- i6 <^ 200° , et n'en donnera qu'une si o-|" '^ ^ ^^* ? 
parce qu'alors le point B'" passerait au-delà de A'. Discutant de la 
même manière le cas où Fangle A est]> 100°, on pourra établir ainsi 
les symptômes qui déterminent si , dans le cas ii , la question admet 
deux solutions ou n'en admet qu'une. 

A < 100°, 5 < 100- I « > * 'î'^^ solution. 

^ ' ^ ( a <C deux solutions, 

A ^ 1 nno I» V. 1 nfto J » + * > 200° une solution. 
A<100°,fc> 100° {«4:0:^^00° deux solutions. 

A "^ 1 ono fc ^ 1 OOo I « + * > 2^^° ^®"^ solutions. 
A > 100 , 6 < 100 \a^b<: 200° une solution. 

A > 100°, A > 100° j « > J ^^'^^ solutions 

•^ ' ^^ (a<C,b une seule solution. 

Il n^y aura qu'une solution si on a A = lÛQ**; soit à =5, soit a 4-^= 20O». 
11 y en aura deux si on a & = l(K)o. 
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xci. Ces mêmes résultats peuvent s'appliquer au cas cinquième 
par la voie du triangle polaire , et on en tirera les symptômes sui- 
vants , qui feront connaître si pour des valeurs données de A , B , a, 
il y a deux triangles qui satisfont à la question, ou s'il n'y en a 
ijju'un. 

a>100»,B>100'' jt<; une solution. 



1 A ]> B deux solutions. 

.<ioo.,B> 100. ji:i:»^|SrrJS."- 

.<100.,B<100'ît<; deu, «talions. 

^ ' ^ ( A > B une solution. 

Il n^y aura qu^une solution si Tune des égalités suivantes a lieu a = 100% 
A=:B,A+B=20r. Il yen aura deux' si B=100». 

xcii. Dans tous les cas , pour écarter les solutions inutiles ou faus- 
ses , il faut se rappeler , 1** que tout angle ou tout côté doit êti*e plus 
petit que 200*»; 

. 2° Que les plus grands angles sont opposés aux plus grands côtés, 
en sorte que si ona A^B, il faut qu'on ait aussi a"^]}, çXvice versa. 

Eâpempie delà resolution des tria/ngles sphériques. 

xciii. Ex. I, f. 15. Soient 0, M , N trois points situés dans un plan 
incliné à l'horizon; si de ces trois points on abaisse les perpendicu- 
laires OD, M m, W n, sur le plan horizontal DEF , les objets situés 
«n , M , N devront être représentés sur le plan horizontal parleurs 
projections D, w, », et l'angle MON par m D n. Cela posé , étant donné 
l'angle MON , et les inclinaisons de ses deux côtés OM , ON sur la ver- 
ticale OD , il s'agit de trouver l'angle de projection w D n. 

Du point comme centre et d'un rayon = 1 ,- décrivez une sur- 
face sphérique qui rencontre en A , B , C , les côtés OM , ON et la 
verticale OD , vous aurez un triangle sphérique ABC , dont les trois 
côtés sont connus ; on pourra donc déterminer l'angle C égal à m 
D n par la formule du premier cas. 

Soit par exemple , l'angle MON= AB =64° M 60" ; l'angle DOM 
= AC = 98« 1 2' , et l'angle DON = BC = 1 05'» \%' on aura par la for- 
mule citée. 

. , , P 11 3 «'« 28" 57' âO" sin SS" 87' 80" 

88. 
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Valeur que Ton calculera ainsi : 
L. si» 28» S7' 80".. .9.6878988 
L. $in 85° 87' 80". ..9.7276862 



mme -f- 2 LR. 


89.3680818 
19.9982848 


L. »t«iC. . . 
L. ««iC . . . 


. 19.3668170 
. . 9.6834088 



L.«f« 98° 12' 
L. ».m108» 42'. 


..9.999B106 
..9.9984242 




19.9982348 


iC=:82° 4' 
C=64 9 


70" . 5 
41 



Donc Fangle 64° 44' 60" , mesuré dans un plan incliné à Thotiion, 
se réduit à 64° 9' 41", lorsqu'il est projeté sur le plan de ThorizoïiH 
Ce problême est utile dans l'art de lever les plans, lorsque les 
points qu'on veut déterminer sont situés à des hauteurs sensible- 
ment différentes au-dessus d'un même plan horizontal. 

xciv. Exemple!! ^ f, 14. Connaissant les latitudes de deux points 
du globe , et leur différence en longitude , trouver leur plus courte 
distance. 

On imaginera un triaugle sphérique ACB formé par le pôle bo- 
réal €, et les deux lieux A etB dont il s^agit ; dans ce triangle on con- 
naîtra Fangle au pôle ACB , qui est la différence en longitude 4ies 
deux points A et B , et les deux côtés compris AC , CB , qui sont les 
compléments des latitudes dès points A et B. On déterminera donc 
le troisième côté AB par les formules du cas m. 

Soient, par exemple , A et B les observatoires de Pais et de Pékin; 
la latitude boréale de l'un de ces lieux est de 54° 26' 86" , celle de 
l'autre est de 44° 88' 78" , et leur différence en longitude est de 126» 
80' 56". Ainsi on aura 

a = 46« 78' 64" 
b= 58 66 27 
C = 126 80 56 

D'après ces données on aura pour déterminer c , les formules 

cosQitanqh cos h cosia — q>) 

tanq(ù = ■■ " ■ ■ , cos c = ^ ■ ■ ■ — , 

^^ R C08<p ' 

dont voici le calcul 

L. €o# C , . . . . 9.6114882 
L. tan^h 10.0776707 

L. tang(p ....'. -9.6891059 

L'augle (p que donnent les tables par le moyen de ce logarithme- 
tangente est 28"* 94' 28". Mais il faut observer que oé«C est négatif, 
et qu'ainsi tang (f étant négatif, on doit prendre ^ =— 28* 94' 2S" , 
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ce qui donnera a — ^ = 74*67' 87". Cela posé, en observant que 
cos { — (p) z=zco8(p, on achèvera ainsi le calcul 

L. àos (a—<p) , , 9.5880988 
L. cosb 9.807195S 

19.3952891 
L. cos(p 9.95S482â 

L. C08C 9.4418068 

Donc la distance cherchée c= 82° 16' 05". Cette même distance 
peut s^exprimçr en myriamètres par 821. 605 j car un myriamètre 
est la longueur d'un arc de dix minutes^ et un mètre est celle d'un 
arc d'un dixième d.e seconde. 

xcv. Exemple III. Pour donner un exemple du cas cinquième , 
proposons-nous de résoudre le triangle sphérique dans lequel on 
connaît les deux angles A = 78° 50' , B = 54" 0' , et le côté opposé 
à Fun d'eux a=:99'* 20' 17". Au moyen de ces deux données, on 
trouve d'après le tableau de l'art, xci, qu'il ne doit y avoir qu'une 
solution, parce qu'on a tout à la fois a <[ 100" , B <^ 100* et A ]> B. 
Voici le calcul de cette solution. 

r Le côté b se trouvera par la formule sin b == sin a — : — • . 

8tn A 

L. sin a 9.9999659 

L. sin B 9.8751256 

10 — L. sin X .... . 0,0252525 

L. sin b 9.9003440 

Cequidonnei&:=58» 50' 14" ou son supplément 14r 49' 86^' ; mais 

puisque l'angle B est <[ A , il faut que le côté 6 soit <^a, ainsi la 

première valeur est la seule qui puisse avoir lieu. 

^ ^ . , . , , . /. . cosB tanq a , , . 
2* Pour avoir le cote c on doit raire tang ç = — 2— , sï«(c— r^) 

tang B sin <p tang B cot A sin q> 

^^ tang A. P 

L, sinç 9.9999220 

L. cosB 9.820406B L. tang B — LR 0.0547193 

L. tang a — LR 1.9016731 L, cot A . . . . 9.5455236 

' L. tang <p . . . . 11.7220794 L. sin {c—(p . . 9.6001649 
(p = 98" 79' 28". 8 c — (p=:26«7'70". 5. 

Ici on a encore le choix de prendre pour c — ^ la valeur 26" 7' 70". 5, 
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ou son supplément 178'02'29". 8; mais en prenant cette seconde 

valeur, on aurait c> 200**, ainsi il faut s'en tenir à la première , 

qui donne c =: 124* 81' 99". 8. 

S* Enfin, pour calculer directement l'angle C, nous prendrbus^ 

, p , . , cosa iang B . , ^ , cos A stn 4/ 
les rormules cot^ = — 2 — sin ( C — 4* = -— - • 

L. W» 4^ . . . . 9.9999568 

L. cos a 8.0982928 L. eos A . . . . 9.5202711 

L. toii^B — LR . 0.0547198 L. R — L cos B . 0.1795987 

L. cof %f. 8.1580121 L. sin (C— ^^) , ^.6998211 

^^ =99'9' 45". 5 C — 4^ = 88' 40' 54". 5 
^. 99 9 45 , 5 

C=rl82 50 . 

On n'^a pas pu prendrepour C — 4 le supplément de 38» 40' 54". 5",: 
parce qu'il aurait donné pour C une valeur plus grande que 200**^. 
Ainsi on. voit qu'en efiFet le problême propose n'est susceptible que 
d'une solution. 

JVota, Si on fait usage de Tancienne division du cercle pour le calcul de 
ces exemples , les angles donnés ou calculés seront exprimés comme il suit : 

Exemple I. Angles donnés. MON = 58 0' 5" 

DOM =^ 88' 18' 28»' , 8 , D0N=94« 52' 40" , 8. Angle calculé C =-57«» 41' 4" 9. 

jBx.II. Angles et côtés donnés, a = 41* 9' 46", 

h z=zW 5' 47" , C = 114» T 30". Côté conclu, c = IZ^ 46' 40". 

Ex, m. Angles et côtés donnés. A=70* 39', B=48<» 36',a==89<» 16' 53", &. 
Angles et côtés calculés, h = 52* 39' 4" 5',= 112» 20' 16" , 6, C = 119^ 15' 0". 
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APPENDICE 

Contenant la résolution de divers cas particuliers de la 
trigonométrie. 



xcvi. La résolution des triangles , telle qu'on vient de Texposer , 
ne laisse rien à désirer du côté de la généralité. Il est néanmoins 
quelques circonstanceif o^à l'on peut , avec avantage , substituer des 
solutions particulières aux solutions générales , soif pour abréger 
les calculs, soit pour en rendre les résultats plus exacts et plus in* 
dépendants de l'erreur des tables. Nous allons résoudre quelques- 
uns de ces cas particuliers , en choisissant ceux qui sont de l'usagé 
le plus fréquent, ou qui conduisent aux formules les plus remar- 
quables. 

Nous continuerons de désigner par A , B , C , les angles du trian>- 

gle proposé, rectiligne ou sphérique, et par a,h,c, les côtés qui 

leur sont respectivement opposés. Nous supposerons de plus le rayon 

des tables =1 , ce qui n'altère pas la généralité des résultats. Les 

angles A, B, G, sont exprimés dans le calcul, soit par les degrés , 

soit par les longueur.s absolues des arcs qui les mesurent , ces arcs 

étant pris dans le cercle dont le rayon est 1. Si un angle ou un arc 

X est très-petit , on pourra mettre , au lieu de sin x et cob x, leurs va- 

x^ x^ 

leurs en séries ; savoir : sin x = jr' — [-etc., cos x:=::i\ — -r-s- 

-|- etcl ; mais alors x doit être exprimé en parties du rayon. Un arc 

étant trouvé en parties du rayon , pour avoir sa valeur en minutes, 

il faut le multiplier par le nombi*e de minutes comprises dans le 

20000 ^^^^ ,^„„^.„ 
rayon; ce nombre est = 8866.1977287, et son logarithme = 



/ . ■ 

% I. Des triangles rectilignes dont deux angles sont très-petits, 

xcvïi. Supposons que les angles A et B soient très-petits et par 
suite C très-obtus , on pourra faire «in A= A — ^ A^ , sin B = B — \ 
B*,et«mC = fim(A-|-B) = A + B — i(A-f B)'. Sidoric on con- 
naît le côté c avec les angles adjacents A. et B , on trouvera les deux 

. ... X o 1 csink , csinB 

autres côtes par les formules a = , b = . ^ •> 

, «n(A-fB)' ««(A-fB) 
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lesquelles , eu substituant les valeurs précédentes et réduisant , 
deviennent. 



A-).B\ ^6 / 



et de là résulte a -j- ^ — c = ^cAB. Ces valeurs sont exactes, aux 
termes près qui contiennent quatre dimensions en A et B. 

xcviii. Supposons en second' lieu qu'on donne les deux côtés a et 
b, avec Fangle^compris C =: «■ — ô, 6 étant très-petit. On aura d'a- 
bord c» =a2+A^ -)-.2aZi co*é=a^ +6^ +2a6(l—id^)=(a+6)^ 
— abé^; donc 

, , , ab$^ 

Ensuite l'angle A se trouvera par Inéquation $in P =. - sin C = - 
êin é , d'où l'on tire , en substituant la valeur de c et celle de sin é , 

a -^ b\ ^ -^ {a-{-b)' - I a-{- 



( 



+6 
l -4- g^— ^' — ^' ^\ 



,A = ,.«A + .«VA = ^^4:^^$i^- iBelàondé- 



Donc 4^ „.,-.* -y^ ^ a w» x* r-T-r; ^ — r ï v q 

duiVait la valeur de Ben permutant entre elles les lettres a et Z> > 
maïs A étant connu, on a immédiatement B = ô — A. Si 6 est donne 
en minutes , pour avoir A exprimé aussi en minutes , il- faudra^ 
dans les formules précédentes , substituer, au lieu de A etô, le^ 

A ^ 
rapports -=p' -^» R étant le nombre de minutes comprises dans le- 

MX H 

rayon. On aura ainsi 



«t r 1 , .b(a-b) ij\n 



xcix. Pour donner un exemple de ces forinuîes , soit a = 
1000«», i6:=2A00«»,C = 199»82'ou« = 68', ouauraa + A — c = 

1200000 /££.]"_ Q 087806, d'où 6=8899»», 962194. Ensuite on a 
- 8400 ^ R /. ' 

par une première approximation A =—-r-T= 20', etB:^* —A:î= 
48' ; mais la formule entière donne 
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suite B = 48'. 0001 10S4, valeurs qui doivent être exactes jusi|ue 
dans la dernière décim&le. 

% IL Résolution du troisième cas des triangles rectilignes par la voie 

des séries* 

c. Étant donnés les deux côtes a et i& et l'angle comprisse , pour 

trouver Fangle B, on a la proportion b : a: : «« B : si» (B-^C), 

laquelle donne a sin lB== b (sin B cos C -|- cos B sin G) , et parconsé- 

sinB bsinC o- j ** » *• *^i i 

quent ■ =. . Si dans cette équation on met a la place 

cos B a'-^b cos G 
des sinus et cosinus leurs valeurs en exponentielles imaginaires 
.(xxxv) , on aura 



d'où Ton tire 






Prenant les logaritlimes de chaque membre et développant le se- 
cond en série d'après la formule connue L ( a — x ):= 

a 2 aa B a' 

a â a^ â a' 

Donc en divisant par 2 1/"^ 1 , et observant que ê^ k "" — 
^—fnCi/—l _ 2 p/_ 1 gi^ fnC,on aura 

» r2 15 JL4 

C'est la valeur de l'angle B , exprimée en parties du rayon , par une 
suite dont la loi est très-simple , et qui sera d'autant plus conver- 
gente que b sera plus petit par rapport à a. 
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La valeur qu'on vient de trouver doit satisfaire aussi à l'équation 

féng (B -f-^C) = ^ i^tang^C , qui est la même que ^«gf ^(A— B) 

_a—h 

— TjTT cot^Cy et qui ne diffère que par la forme, de Féquation 

êin B b sin C 

C08 B a — b C08 C 

CI. L'angle B étant connu , ou aura le troisième angle A = 200' 
— B — C. Quant au troisième côté c, il dépend de l'équation c^ = 
«^ — ^ab CQ8 C -|- i&^ , laquelle donne par l'extraction de la racine 

c = a — bcosQ 4— - — sin^ C +-- — sin^ C co« G — etc. 
20 2a3 

Mais cette série n'a pas une marche régulière , et ne peut pas être 
continuée à volonté. Au contraire , on peut trouver une série fort 
simple pour la valeur du logarithme hyperholique de c. £n efiPet , il 
est facile de voir que la quantité tf* — ^ab co^C -f- b^ = 

(^a'-^be ^ ) ( o— i6e ^ i\ car le produit développé de 
ces deux facteurs donne 

a^^ab {e^\/—^J^—^\/—\ + i&^ ou a^ — ^abcoB C + h^. 

On a donc c» = (a— i&e^l^— ^ ) (a— &<?— ^^^— ^ ) » 
prenant les logarithmes de chaque membre , il viendra 

2Lc = L«-*/^/-l-Jl««C^/~l_il,8(V<-l_etc. 
« 2 a* 8 o' 



b 



-1 



etc. 



« 8aâ 

Donc en réduisant de nouveau à l'aide de la formule 

Lc = La co^G— ^ co«2C— rC6«8C— etc. 

c 2 a^ â a' 

série non moins élégante que celle qui donne la valeur de B ; il fau- 
dra multiplier les termes algébriques par le module 0.4S-429448, si 
on veut que les logarithmes soient ceux des tables ordinaires. 

% in. Résolution çlu troisième cas des triangles sphériques par la voie 

des séries. 

cii. On a fait voir dans le paragraphe précédent que la valeur de 
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Aiu'eedeVéqviSLiioniaHga:=: ' — tang 3 C , peut s'exprimer par 

w — n 

cette série 

"^ = ' ^ + -^ "^'^ C+-1^*^*^2C+ -g^^i/e 3 C + etc. 

Or dans un triangle sphérique où Ton connaît les deux côtés a et b 
et Fangle compris C , on a'par les analogies de Nèper , ( lxxxvi ) 

A — B sini^a+^b) 

sin -^ a co8^ b'-^- cos ^a sin ^ b 

~ sin ^acos^ b — ^^ia««i T^^^^ 5 ^ 
cos(la4-15) 

cos ^ a co«^ i6 — sin J- a «tVi ^ /6 

Donc, en vertu de la formule précédente et supposant toujours b ]> 
o, on aura 

^LZI=W0'- iC-J^^sinC -JîIllàlsintC 






^ tangua ^tang^ 



3" 



^tang^^a 
ttl = 100» -1 c +i^*W« c -^!i^«n3 C 



^-^— st» 3 C — etc. 



Suites dont la loi est très-simple, et qui seront d'autant plus 
convergentes que b sera plus petit. La première est toujours con- 
vergente , puisqu'on suppose b <^a; la seconde le sera aussi, si 
on a tang 5 ^ <C 9^* 5 o , ou a -}- ^ <C 200». Elle serait divergente 
et fausse si on avait a -|- fc >► 200° , mais ce cas peut toujours 
s'éviter ; car la résolution du triangle BCA dans lequel on aurait 
CA -j- CB > 200% se réduit toujours à celle du triangle A'CB' 
dans lequel on a CA'-|-CB' <[200'». Au reste, la seconde série 
est dans sa plus grande convergence , lorsque a et i& sont tous 
deux très-petits ; alors Ijô troisième côté c est très-petit aussi, puis- 
qu'on doit avoir c <^a-|-Z> , et le triangle sphérique diffère très- 
peu d'un triangle plfui; dans ce cas l'excès de la somme des trois 
angles sur deux angles droits, c'e^^prime ainsi : 

A^-B-fC— 200°==i/ansfia^an^^Z»«i«C— ifongf^ 1. aton^^^* «î»2C+f 

tang^ ^ a tang^ ^bsinZC — etc. 
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cm. Poar trouver le troisième côté c du triangle proposé, on 
a l'équation cos c = oo8 a cos b -|- sin a sin h coa C , de laquelle 
il est aisé de déduire les deux suivantes : 

sin^ ^c=stfi^ j^a coa^ ^ i&— SWn^â coê^b cos^a sin^b C08C'\^08'^ ^a stn^ ^&, 
coê^ ^c = coê^ j^a 008^ ^b+ â cos^a cos^b ain^a ainj^b ooaC + ain^ ^ aiu^ j^h. 

< 
Par la forme de ces valeurs on voit que'#tn^ cpeut être regardé 
comme le troisième côté d'un triangle rectiiigne dans lequel on 
aurait les deux c.ôtés connus ain ^aooa \ b^ cos ^ a ain ^ ^6 et 
Tangle compris C ; de même coa | c est le troisième côté d'un 
triangle rectiiigne , dont deux, côtés seraient coa ^aeoa^ b^ ain | a 
ain 5 5 et Fangle compris 200^ — C. Donc on a par la formule 
trouvée pour les triangles rectilignes, (ci) 

io9stnlc^og{atniacoa^b)^^^^^coa(^^^^^ 

log co4c=%(^<^4'»^<^4*)+— T^^<^*^^^S— M^ 2C + etc. 
* cot^a ^cot^^a 

Il est à remarquer ultérieurement que comme chacun des trian- 
gles rectilignes dont nous venons de parler peut se résoudre par 
le moyen d'un triangle rectiiigne rectangle , on peut directement 
réduire la résolution d'un triangle sphérique proposé à celle d'un 
triangle rectiiigne rectangle. 

On trouve par ce moyen que ain 5 c est l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle dont les côtés sont ain 5 (a -|- b} ain 5 C et ain ^ 
(a — b) coa -g C. De même coa ^ c est l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle, dont les côtés seraient ço« ^ (a — b) coa | C et coa ^ (a-^b) 



atn i C. 




De plus si on appelle M l'angle qui dans le premier triangle est 
opposé au côté ain 5 (a — b) coa ^ C, et dans le second , N l'angle 
opposé au côté coa ^ {a — b) coa ^t, il résulte des analogies de 

\ ^ A 4- B 

Wéper qu'on aura — - — = M^ et . ^ = N ou = âOO' — W; 

. A+B 

savoir * — 

> 200*. Donc dans tout triangle sphérique où l'on connaît deux 
côtés a et 5 et l'angle compris C, on peut trouver directement 

chacune des quantités^ c, -^ ^^^> par la résolution d'un 

triangle rectiiigne rectangle où l'on connaît les deux côtés de 
l'angle droit. 

Il résulte aussi de là qu'après avoir trouvé l'angle M ou 

^-^1- par la formule tang M—flUlJ^I^ cot^C, on peut calcu- 
-2 ain ^ {a-^-b) 
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1er le troisième côté par la formule stn ^ c = îl L — 2 — 

«tfi M 

^^ sin 5 (a-f"^) **** 3 ^ 



N. B, Let formules trouyées dans ce paragraphe s'appliqueront aisément à 
la résolution du cinquième cas des triangles sphériques, puisque celui-ci peut 
se rapporter au troisième par la propriété du triangle polaire. 

% IV. Résolution d*un triangle aphérique dont deux côtés sont peu 
différents de 100^. 

CIT. Soient a et 5 les deux côtés donnés peu différents de lOO», 
on propose de déterminer l'angle G par le moyen des trois côtés 
a,b, c. 

Si les côtés a et 5 étaient exactement éganx à 100«, on au- 
rait C = o; donc a et i& différant très-peu de 100*, l'angle G aura 
pour mesure un arc très-peu différent de c. Soit a = 100* -|-«, 
i&=100« -|- ^, G == c -|- a? ; si on substitue ces valeurs dans Téqua- 

^ cas c — C08 a cos b / i \ ^ 

tion cos C = ; ; , onauraco«(€-["^)= • 



sin asinb ' cos a cos Q 

Hais puisque « et Ç^ sont supposés très-petits , on peut ,en négli- 
geant seulemeut les termes où « ou f montent au quatrième degré , 

faire sin a sin f =*?, cos a cos f= 1 — V"—-"^ jCe qui donnera 
co, (c+;r) = ^^, 'Trt = ( ^ +î «" +i g* ) ^0* «'--g- Or» en 

1 J*-* jb-* 

négligeant le quarré de âr, on a cos (c-|-^) = ^^* c— a? sin c; 
donc 

X '***' »! I I I II « H ■ 

sin c 
Et puisque x est du second ordre par rapport à « et ^, on voit 
qu'il n'y a dé négligées dans cette valeur que les quantités du qua- 
trième ordre. Soit !(*+•) =JP ' f (** — «) == ç, ou * ==p4-Ç> C=/ï — 
9,on aura une forme plus simple 

Gette valeur est exprimée en parties du rayon ; mais comme dans 
la praticpiep et q sont données en secondes , si l'on veut que x soit 
exprimé aussi en secondes , il faudra faire 

x:=-^tang § c — '^cofjC, 
R R 

R étant le nombre de secondes contenues dans le rayon , nombre 
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dont le logariihme=â.80S8801. Connaissant or , on aura l'angle 
cherché. C ==: /? -|- ar. 

La formule que nous venons de trouver est utile dans les opé- 
rations géodésiques pour réduire à l'horison les angles observés 
dans des plans inclinés ; elle est plus expéditive et demande des 
tables moins, étendues que la formule du cas premier des triangles 
sphériques, dont nous avons donné un exemple (n*98). Cepen- 
dant , si les élévations ou dépressions « et C étaient de plus de 
!2 ou S degrés , il serait plus sûr de se servir de la méthode gé- 
nérale. 

^ y. Résolution des triangles sphéritpies dont les côtés sont très- 
petits par rapport au rayon de la sphère. 

cv. Lorsque les côtés a, b, Cy sont très-petits par rapport au 
rayon de la sphère, le triangle proposé est peu différent d'un trian- 
gle rectiligne; et, en le considérant^comme tel, on peut eu avoir 
une première solution approchée , mais on néglige de cette ma- 
nière Texcès de la somme des angles sur 200". Pour avoir une 
solution plus approchée, il faut tenir compte de cet excès, et 
c'est ce qu'on peut faire très-aisément, au moyen d'un principe 
général que nous allons démontrer. 

Soit r le rayon de la sphère sur laquelle est situé le triangle 
proposé, si l'on imagine un triangle semblable tracé sur la sphère 
dont le rayon est 1 , les côtés de ce triangle seront 

a h c 

C08 -"^COS^ COS - 

>->-, et on aura cos A = t . Mais puisque rest 

Tr r^ , h . c r ^ 

sm " stn - 

r r 

fort grand par rapport à a, b, c , on aura d'une manière très- 
a a a* b b^ 

approchée ( xxxv. ) cos - = 1 1 , cos - = 1 1- 

r 2r^ 2.8.4 r* r 2r^ 

fc* c c^ c* b b b^ c 

, CM - = 1 — :j , sin 'zzz-'^ , stn - 

2. 8. -4 r* r 2r* 2, â. 4 r* r r 2. S r* r 

c c' 

= -- . Substituant ces valeurs dans l'équation précé- 

r 2. âr« 
dente , et négligeant les termes de plus de quatre dimensions en 
a, bjC,on aura 

Z^^-fçg— g^ g^ — M — c* b^c^ 
¥P "^ 2471 Â7^ 

cos A =s ■ ' ' 



bc 
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MuUipliant les deux termes de cette fraction par 1 -j et 

6 r^ 
réduisant on aura 

C08 A= ! . ! î ; ç : 

Soit maintenant A' Vangle opposé au côté a, dans le triangle 
rectiligne dont les côtés seraient égaux en longueur aux arcs o , i& , 

c; on aura cas k'=z> et A b^ c^ ain^ A' =:!2a^ h^ + 

'^bc 
^a"" c^ + U^ c^' — a'^—b^—c*. Donc 

bc 
C08 A =00* A' — — «t«» A'. 

Sait A::=A'-|-ir, on aura en rejetant le quarré de of, cos A= 

bc 
cos A'— ^ sin A', d'où l'on voit que x'=z — sin A'; et puisque x 

b c 
est du second ordre par rapport à - et -, il s'ensuit que ce résultat 

r r 
est exact aux quantités près du quatrième ordre. On aura donc 

bc 

A=A'4- — «n A'. 

6r» 

Mais \bc sin h! est Faire du triangle rectiligne dont a, b^ c, sont 

les trois côtés, laquelle ne diffère pas sensiblement de celle du 

triangle sphérique proposé. Donc , si l'une ou l'autre aire est ap- 

' «e • «■ 

pelée a , on aura A = A' -j , ou A' =; A ^ . On aurait sem- 

8r^ , 8r3 

a « 

blablement B' =B , C' =C— ^ — , et il en résulte A' -f B' -f 

%r^ 8f3 

C ou200*= A-f-B-j-C— . On peut donc considérer —^ — 

comme étant l'excès de la somme des trois angles du triangle sphé- 
rique proposé sur deux angles droits. Gela posé , on a ce théorème 
remarquable qui réduit la résolution des triangles sphériques très- 
petits , à celle des triangles rectilignes. 

Étant proposé un triangle sphérique dont les côtés sont très-petits par 
rapport au rayon de la sphère, si de chacun de ses angles on retran- 
. che le tiers de l'excès de la somme des trois angles surdeux.droifs, les 
angles ainsi diminués pourront être pris pour les angles d'un triangle 
rectiligne, dont les cotés sont égaux en longueur d ceux du triangle 
Sjihérique proposé, ou en d^aiViiTGs termes: 

Le triangle sphérique très-peu courbe dont les angles sont À , B , t^ 
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et les câtéê oppoêéê a , b , c, répond toujours à un triangle rectiligne 
qui a les côtés de même longueur a , b, c, et dont les angles opposés 
«on^A— «l %,B— ^^,G-— ^%,^ étant l'excès de la somme des 
angles du triangle sphérique proposé sur deux angles droits. 

cYj. L!excè8 % ou , qui est proportionnel à l'aire du trian- 

gle, peut toujours se calculer a priori par les données du triangle 
sphérique considéré comme rectiligne. Si deux côtés À, c, sont 
donnés avec l'angle compris A , on aura l'aire «=^ h c sin A ; si on 
donne un côté a et les deux angles adjacents B , G, on aura l'aire 

tf = ^ g^. Ensuite on aura « = — R , R étant le nombre 

^ nn(B+C) ra ' 

de. secondes comprises dans le rayon, et de cette manière « sera 
exprimé en secondes. 

Pour appliquer ces formules aux triangles tracés sur la surface 
delà terre , considérée comme sphérique (1), il faudra supposer 
que les côtés a,b, c, ainsi que le rayon de la terre r sont exprimés 
enmètres. Or , puisque lequart du méridien ^ xr est égala 10000000 
mètres , on en conclut logr::^ 6. 80S8801 ; d'un autre côté le rayon 
R exprimé en secondes , a pour logarithme 5,8038801. Donc si au 
logarithme de l'aire et exprimée en mètres quarrés , on ajoute le lo- 
garithme constant â. 196119, et qu'on retranche dix unités de la 
somme , on aura le logarithme de l'excès ^ exprimé en secondes. 

Connaissant %. on retranchera ou on supposera retranché |- ^ 
de chaque angle du triangle sphérique proposé, et alors dans le . 
triangle rectiligne formé par les côtés a^b, o, et les angles A' = A 
— j t ,B'=:B— ^ V ,C'=C — \ *. , on aura les données néces 
saires pour déterminer toutes les parties. Ainsi on connaîtra en 
même temps celles du trifingle sphérique proposé. 

cYii. Exemple. Soient donnés l'angle C et les deux côtés a et 6 , 
savoir : 

C=123» 19' 99". 28 

log a — 4.5891803 

loq i& =4.5*219271 
la quantité \ah sin C qui représente l'aire du triangle , aura pour 
logarithme 8.78055, à quoi ajoutant 2.19612, on aura log %, = 
0.97667 , p artant % ==: 9".48 et | % = â'M^. Cela posé , il faudra 
résoudre le triangle rectiligne dans lequel on a les deux côtés a et 
h comme ci-dessus , et l'angle compris C = 123* 19' 96". 07. Four 
cet eflFet , nous suivrons la méthode du n° 56. 



(I) Dans les opérations géodésiques les triangles sont le plus souvent for- 
més entre trois stations inégalement éloignées du centre de la terre; mais, pér 
des réductions convenables , on substitue aux triangles observés les triangles 
qui résultent de la projection des stations sur une même surface sphérique 
perpendiculaire à la direction de la pesanteur. 



a 4.589150S 

h . . ... .4.6219271 
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fai»5f((p— 50») ....;' 8.8878S92 
cotliC' 9.8S81110 



tang 0.0Ô722S2 



tang- 



<p=:54* 90' 74". 72 
1C' = 61 59 98 . OS 
- - 1 . 97 



A'— B' 

2 
A' — B' 



8.7259502 



8*» 88' 89". 27 



100» — le = 88 40 



2 

A'+B' 

— î — = 88 40 1. 97 

A' = 41 78 41. 24 
B' = 85 1 62. 70 
Il reste à déterminer le troisième côté c, ce qui se fera par Téqaa- 
asinC 



tion c : 



sin A! 

a . . . . 4.5891608 
sinA' . . 9.785489S 



différence 4.80S6610 
sinG . . 9.9705008 

log c= . 2.7741618 



sin B' 



4.8036610 
9.7182661 



logb= 4.5219271 



Donc dans le triangle sphérique proposé , les éléments qu'il fallait 
» trouver sont : 

A = 41<» 78' 44" . 40 
B=â5 1 65 .85 
/o^ 0=4,7741618, ou c=5945r 256. 

iV". s. La méthode donnée dans ce paragraphe peut servir aussi à résoudre 
les triangles dans lesquels deux côtes seraient très-peu différents de 200» et le 
troisième très-petit. Car en prolongeant les grands côtés A*G, A^B, on aura 
un triangle sphérique BGA, dont les trois côtés seront très-petits, f. 16. 

$. lY. Des triangles sphériques dont deux angles sont très-aigus , î. 17. 

cvni. Soit ABC le triangle sphérique proposé dans lequel A et B sont 
deux, angles très-aigus , soit LMN son triangle polaire , de sorte 
qu'on ait MK= 200° — AetLN=:200° — B. Si on prolonge les arcs 
NM , WL , jusqu'à leur rencontre en K, il est clair qu'on aura KM = 
A , et KL =B , le triangle LKM aura donc ses côtés très-petits , et il 
sera dans le cas d'être résolu par la méthode du paragraphe 
précédent. Soient A' , B' , C , les trois angles et a' , 6', c' , les trois 
côtés du triangle LKM , on aura 

A'==MLK=:a o' = KM = A 

B' = LMK = Ô Ô'=LK=B 

C =:LKM= 200O— c c' =LM =200'>— C. 
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Donc trois élémentsf connus dans le triangle ABC en donneront 
trois dans le triangle LKM| et par conséquent troi^ au^si dans le . 
triangle rectiligne auquel le triangle LKM peut être ramené : or ce- 
lui-ci étant résolu, on aura la solution du triangle LKM, et de là 
celle du triangle proposé ABC. 

cix. Soit par exemple, A=â', Brziâ'* et le côté adjacent c= 150", 

les donnéesdu triangle LKM, ou plutôt A'B'C, seront a' =3*', i&'=2", 

etTangle compris C'=50°. Par le moyen de ces données, on trouve 

„ . !.. ■? «' b' sinG ^^^„ ^, , . , . 
l'excès spherique * =-2 = =:ââS".21,etletiersde% étant 

retranché de C, le reste sera 49° 98' 88". 98. Il faut donc résoudre 

un triangle rectiligne dans lequel on a les deux côtés a'=30000", 

b'=10000", et rangle compris C"=49«98'88 "9â. On trouvera les 

deux autres angle* A"=10â'>64'86".3â, B"=46"â6'24". 75, et le 

troisième côté c' = 21244". 86 ; ajoutant donc | %. aux angles A" et 

B" du triangle rectiligne, afin d'avoir les angles A', B' du triangle 

spherique , on aura pour la solution cherchée 

A'=a=10â°65'97".4O 

B' = 6= 46 36 85.82 

C=:200°— c'=197 87 55 .64 

S vu. Du polygone régulier de dix-sept côtés, 

ex. Nous terminerons ces explications du calcul trigonoraétrîque 
en donnant, d'après l'excellent ouvrage de Gauss cité page 112, la 
manière d'inscrire le polygone régulier de 17 côtés par la simple 
résolution des équations du second degré. 

200® 
Soit l'arc — — = ^ > je dis d'abord qu'on aura l'équation 

cos^^^os%qh\'C08^^'\-cos1Çh\^cos9^>^cosl l^-|-co«l 8^-|-co5l 5^»= \ . 
Car si on appelle le premier nombre P, et qu'on multiplie tous ses 
termes par 2 eos ç ; qu'ensuite on change chaque produit de deux 
cosinus en cosinus d'arcs simples d'après la formule : 

2 cos A eos B = cos (A-|-B)-|- ces (A — B) 
on aura 

2Pcos ç:=zl^^cos'^^h{-'3^cosAç^^eo8Q^ -|-2co«14^-["^^*^^- 

Or puisque 17 (p=20O*, on a cos 2 ^= co«(200'» — 15^) = — cos 15^ , 
cosAçz^. cos ( 200»» — 18 ^) = — co« 18 ^ , et ainsi de suite jusqu'à 
co« 16<p= — co«^. Donc 

2Pco»(p=l — 2 CM 15^ — 2 cos 18^ — 2co«ll (p...— 2cos8^ — cos^^ 
ou 2Pc£/«ç>=l-|-ccs^ — 2P, ou2 V{i'\'C08(p)=:l'\'Cosç. 
DoncP = ^. 

Cela posé, je partage la somme des termes qui composent P en 
deux parties savoir : 

^= cos 8<p -[^ cos 5 ^ -|- C05 7 ^ 4- CCS H ^ 
y=cos<p-|-cos9^-|-cosl8^-4*^^^ 13 (p. 
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J'aurai donc d'abord a? -[-y =3 î je multiplie ensuite le^ quatre ter- 
mes de X par les quatre termes de y, et changeant les produits de 
cosinusencosinusd'arcs simples, j'obtiens, toutes réductions faites, 

X y= 2(cos20-|-co54(p-j-co*6<p...-j-co« 16<p) 

ou enfin JT y= — 1. 

Au moyen de ces équations on trouve 

Maintenant si l'on partage de nouveau les sommes :r et ^ chacune 
en deux parties , savoir : 

# =:co«7<p-|-co«ll^ j5=cos9^=co«15^, 

on trouvera semblablement 

Mt:=L — \ uz^=^ — \. 

De sorte qu'on pourra déterminer les quatre nombres «, f, u, js, à 
l'aide de deux nouvelles équations du second degré. 

Enfin connaissant co« ^4-ro* là (p= t* et cos <p cos 18(p=:^ 
{cos l^q> -^-cos 14 (p)= — 3 (co« ^ Çf cos-^ coa 5<p ) = — i « , ou 
obtiendra, par une quatrième équation du second degré, la valeur 
de cos ç> , et de là, celle du côté du polygone proposé, laquelle est 2 
«m(pou!2j/(l — co8^ (p). 

Quant à la méthode qui a dirigé le partage de ces diverses équa- 
tions, elle tient à une théorie très-délicate, fondée sur l'ana^lyse in- 
déterminée, et dont il faut voir le développement dans Touvrage 
même de Gauss, ou dans V Essai sur la théorie des nombres, deuxième 
édition. On y trouvera la démonstration complète de ce théorème 
très-beau et très-général ; 

« Si le nombre n est premier, et que n — 1 résulte du produit 
et ^ "y 
« des facteurs premiers 2 8 S , etc., la division du cercle en 

« n parties égales pourra toujours se réduire à la résolution de « 
« équations du deuxième degré, ^ du troisième, y du cinquième, 
« et ainsi de suite ». 
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XV. D'un point donné hors d'une droite on ne peut mener qu^une seule 
perpendiculaire à cette droite, f. 31. 12 

XVI. Si d'un point situé hors d'une droite on mène une perpendiculaire 
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!• La perpendiculaire sera plus courte que toute oblique ; 

2o Deux obliques menées de part et d'autre de la perpendiculaire à 
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ges dans le même sens, ces deux angles seront égaux, f. 40. id. 

XXVIII. Les côtés opposés d'un parallélogramme sont égaux, ainsi que 

les angles opposés, f. 44. 22 

XXIX. Si dans un quadrilatère les côtés opposés sont égaux, les côtés 
égaux seront parallèles, et la figure sera un parallélogramme, f. 44. id, 

XXX. Si deux côtés opposés d'un quadrilatère sont égaux et parallèles, 
les deux autres côtés seront pareillement égaux' et parallèles, et la fi- 
gure sera un parallélogramme, f. 44. 23 

XXXI. Les deux diagonales d'un parallélogramme se coupent mutuelle- 
ment en deux parties égales, f. 45, 45 
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Li CEBCLE ET L.i siESUBE DES ANGLES. — Définitions. 24 

Proposition ï'«. Tout diamètre divise le cercle et sa circonférence en 
deux parties égales, f. 49. 25 

II. Toute corde est plus petite que le diamètre, f. 49. id. 

III. Une ligne droite ne peut rencontrer une circonférence en plus de deux 
points. " id. 

lY. Dans un même cercle ou dans des cercles égaux, les arcs éigaux sont 
sous-tendus par des cordes égales, et réciproquement les cordes égales 
sous-tendent des arcs égaux, f. 50. 25 

V. Dans un même cercle ou dans des cercles égaux, un plus grand arc est 
sous-tendu par une plus grande corde; et réciproquement, si toutefois 
les arcs dont il s^agit sont moindres qu^une demi-circonférence, f. 50. id. 
/ VI. Le rayon perpendiculaire à une corde divise cette corde et Tare sous- 
tendu chacun en deux parties égales, f. 51. 27 

VII. Par trois points donnés, non en ligne droite, on peut toujours faire 
passer une circonférence, mais on n'en peut faire passer qu'une, f. 52. 28 

VIII. Deux cordes égales sont également éloignées du centre, et de deux 
cordes inégales, la plus petite est la plus éloignée du centré, f. 53. 29 

IX. La perpendiculaire menée à Textrémité du rayon est une tangente 

à la circonférence, f. 64. id. 

X. Deux parallèles interceptent sur la circonférence des arcs égaux 

f. 55 et 56. . . . ^^ 

XI. Si deux circonférences se coupent en deux points, la ligne qui passe 
par leurs centres sera perpendiculaire k la corde qui joint les points 
d'intersection/ et la divisera en deux parties égales, f. 57 et 58. id. 

XII. Si la distance de deux centres est plus courte q^ue la somme des 
rayons, et si en même temps le plus grand rayon est moindre que la 
somme du plus petit et de la distance des centres, les deux cercles se 
couperont, f.57 et 58. • ^ 81 

XIII. Si la distance des centres de deux cercles est égale à Isysomme de 
leurs rayons, ces deux cercles se toucheront extérieurement, f. 59. id. 

XIV. Si la distance des centres de deux cercles est égale à la différence 

de leurs rayons, ces deux cercles se toucheront inté rieurement, f.59 et 60 id. 

XV. Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, les angles égaux, dont 
le sommet est au centre, interceptent sur la circonférence des arcs égaux; 
réciproquement, si les arcs sont égaux, les angles le seront aussi, f, 61. 32 

XVI. Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, si deux angles au 
centre, sont entre eux comme deux nombres entiers, les arcs interceptés, 
seront entre eux comme les mêmes nombres, f. 62. id. 

XVII. Quel que soit le rapport de deux angles, ces deux angles seront 
toujours entre eux comme les arcs interceptés par leurs côtés et dé- 
crits de leurs sommets comme centres avec des rayons égaux, f. 63. 33 

XVIlï. L'angle inscrit a pout mesure l.a moitié de l'arc compris entre ses 
côtés, f. 64 , 65 , 66 , 67 et 68. 35 

XlX. L'angleformé par une tangente et une corde, a pour mesure la moi- 
tié de l'arc compris entre ses côtés, f. 69. 36 
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Problèmes relatifs aux deux premiers livres. 

Problème l". Diviser une droite donnée en deux parties égales, f. 70. 36 

II. Par un point donné sur une ligne, élever une perpendiculaire à cette 
ligne, f. 71. 37 

III. D'un point donné hors d^uœ droite,, abaisser une perpendiculaire sur 
cette droite, f. 72. id. 

lY. A un point d'une droite faire un angle égal à ub angle donné, f. 73. id. 
y. Diviser un angle ou un arc donné en deux parties égales, f. 74. id. 
YI. Far un point donné, mener une parallèle à la ligne donnée, f. 75. 38 
Ylf. Deux angles d'un triangle étant donnés, trouver le troisième, £. 76. id. 
YIII. Étant donnés deux côtés d^un triangle et Tangle qu'ils compren- 
nent, décrire le triangle, f. 77. id. 

IX. Étant donnés un côté et deux angles d'un triangle, décrire le trian- 
gle, f.78. 39^ 

X. Les trois côtés d'un triangle étant donnés, décrire le triangle, f. 79. id. 

XI. Étant donnés deux côtés d*un triangle, avec l'angle opposé à l'un des 
côtés, décrire le triangle, 80,81 et 82. id. 

XII. Lès côtés adjacents d'un parallélogramme étant donnés avec l'angle 
qu*ils comprennent, décrire le parallélogramme, f. 88. 40 

XIII. Trouver le centre d'un cercle ou d'un arc donné, f. 84. id. 
XI Y. Far un point donné mener une tangente à un cercle donné, f. 85 et 86. id, 
XY. Inscrire un cercle dans un triangle, f. 87. 41 
XYI. Sur une droite donnée, décrire un segment capable d'un angl« 

donné, c'est-^i-dire, un segment tel que tous les angles qui y sont inscrits 
. soient égaux à l'angle donné, f. 88 et 89. , id. 

XYII. Trouver le rapport numérique de deuxlignes données , si toutefois 

ces deux lignes ont entre elles une mesure commune, f. 90. 42 

XYIII. Deux angles étant donnés, trouver leur commune mesure, s'ils en 

ont une, et de-là leur rapport en nombres^ f. 91. 43 

LIVRE III. 

Les proportions i»es Figuxes. —Définitions, f. 92, 93, 94 et 95. 44 

Proposition, I". Les parallélogrammes qui ont des bases égales et des hau- 
teurs égales, sont équivalents, f. 96 et 97. 45 
II. Tout triangle est la moitié du parallélogramme qui a même base et 

même hauteur, f. 98. 46 

«m. Deux rectangles de même hauteur sontcntrecux comme leurs bases, 

qu'elles soient eommensurables ou non, f. 99 et 100. id. 

lY. Deux rectangles quelconques, sont entre eux comme les produits des 

bases multipliées par les hauteurs, f. 101, 102 et 103. 47 

Y. L'aire d'un parallélogramme quelconque est égale au produit de sa base 
par sa hauteur, f. 97. 49 

YI. L'aire d'un triangle est égale au produit de sa base par la moitié de 

sa hauteur, f. 104, id. 

Yll, L'aire du trapèze est égale à sa hauteur multipliée par la demi- 
somme des bases parallèles, f. 105. id. 
VUl. Si une ligne est divisée en deux parties, le quarré fait sur la ligne 
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entière contiendra le qnarré larit sur une partie, plus le quarré fait mit 
Ta utre partie , plus deux fois le rectangle compris sous les deux parties, 

f.ioe. • 60 

IX. Si une ligne est la différence des deux lignes, le quarré fait sur la 
ligne entière contiendra la somme des quarrés de ces deux lignes moins 
deux fois leur rectangle,f. 107. 51 

X. Le rectangle fait sur la somme et la différence de deux lignes, est égal 

à la différence des quarrés de ces lignes, f. 108. id. 

XI. Le quarré fait sur Thypothénuse d'un triangle rectangle est égal à la 
somme des quarrés faits sur les deux autres côtés, f. 109 et 118. 52 

XII. Dans un triangle, si un angle cst«igu, le quarré du côté opposé sera 
plus petit que la somme des quarrés des côtés qui comprennent Tangle 
«igu; et si Ton abaisse une perpendiculaire 8urlabase,la différence sera 
égale au double du rectangle, qui aurait pour base Tun des côtés com- 
prenant Tangle aigu ; et pour hauteur la distance du sommet de Tangle 
aigu au pied de la. perpendiculaire abaissée sur le côté pris pour base du 
sommet de Tangle opposé à cette même base, f. 110. 53 

XUI. Dans un triangle, si un angle est obtus, le quarré du côté opposé sera 
plus grand que la somme des quarrés des côtés qui comprennent cet 
angle^ et si on abaisse une perpendiculaire, la différence sera égale au 
double du rectangle qui aurait pour base Tua des côtés comprenant 
Tangle obtus, et pour hauteur la distance du sommet de Tangle obtus 
au pied de la perpendiculaire abaissée sur le côté pris pour base du 
sommet de r<angie opposé à cette même base, f. 111. 54 

XIV. Dans un triangle quelconque, si on mène une droite du sommet au 
milieu de la base, la somme des quarrés des deux autres côtés • 
égale deux fois le quarré de cette droite plus deux fois le quarré de la 
moitié de la base, f 112 et 113. id. 

XV. La droite menée parallèlement à la base d'un triangle divise les deux 
-autres côtés proportionnellement, f. 114 et 115. 55 

XYI. Réciproquement, si deux côtés d'un triangle sont coupés proportion- 
nellement par une droite, la ligne sera parallèle à la base, f. 116. 56 

XYII La li^ne, qui divise en deux parties égales Tangle d'un triangle, di- 
visera la base en deux segments proportionnels aux côtés adjacents,f. 1 17. id. 

XYlIl. Deux triangles. équiangles ont les côtés homologues proportion* 
nels et sont semblables, f. 119. 57 

XIX. Deux triangles qui ont les côtés homologues proportionnels sont 
équiangles et semblables, 120 et f, 121. 58 

XX. Deux triangles qui ont un angle égal compris entre côtés propor«- 

. tionnels sont semblables, f. 122. 59 

XXI. Deux triangles qui ont les côtés homologues parallèles, ou qui les 
ont perpendiculaires chacun a chacun, sont semblables, f. 123 et 124. id. 

XXII. Les lignes menées comme on voudra par le sommet d'un 
triangle, divisent proportionnellement la base et sa parallèle f. 125. 60 

XXIII. Si de Tangle droit d*un triangle rectangle on abaisse la perpen- 
diculaire sur Thypoténuse, 1» Les deux triangles partiels, seront sem- 
blables entre eux et au triangle total; 2* Chaque côté sera moyenne pro- 
}>ortionnel entre l'hypoténuse et le segment adjacent; 3* La perpendi- 
culaire sera moyenne proportionnelle entre les deuxsegments, f. 1 26 et 127. id. 

XXIV. Deux triangles qui ont un angle égal sont entre eux comme les 
rectangles des côtés qui comprennent l'angle égal, f. 128. 62 
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XXV« Deux triangles sefnblablcs sont entre eux comme les quarrés des 
côtés homologues , f. 122. 63 

XXVI. Deux polygones semblables sont composés d'un même nombre de 
triangles semblables chacun k chacun et semblablement disposés, f»429. id. 

XXYII. Les contours ou périmètres des polygones semblables sont comme 
les côtés homologues , et leurs surfaces sont comme les quarrés de ces 
mêmes côtés, f. 129. 64 

XXVIII. Les parties de deux cordes qui se coupent dans un cercle sont 
réciproquement proportionnelles, f. 130. 65 

XXIX. Si dans un point pris hors du cercle , on mène des sécantes tcr- 
minécsàrarc concave, les sécantes entières seront réciproquement pro- 
portionnelles k leurs parties extérieures, f. 131. id. 

XXX. Si d'un même point pris hors du cercle on mène une tangente et une 
sécante, la tangente sera moyenne proportionnelle entre la sécante 

et sa partie extérieure , f. 132. 66 

XXXI. Dans un triangle si on divise Tangle en deux parties égales par 
une droite, le rectangle des côtés se ra égal au rectangle des segments , 
plus au quarré dé la sécante, f. 133. id. 

XXXII. Dans tout triangle le rectangle des deux côtés est égal au rectan- 
gle compris par le diamètre du cercle circonscrit et la perpendiculaire 
abaissée sur le troisième côté, f. 134 et B7. 67 

XXXIII. Dans tout quadrilatère inscrit , le rectangle des deux diagona- 
les est égal k la somme des rectangles des côtés opposés, f. 135. id. 

XXXIV. Soit un point donné au-dedaùs du cercle sur le rayon , et soit 
pris un autre po'int au-dehors sur le prolongement du même rayon, de 
sorte que le rayon soit une moyenne proportionnelle entre ces deux 
points; si d'un point quelconque de la circonférence on mène des droi- 
tes aux deux points , je dis que ces droites seront partout dans un 
même rapport, f, 136. 6B 

Problèmes relatifs au Livre JII. 

Problème l". Diviser une ligne droite donnée en tant des parties égales 
qu'on voudra, ou en parties proportionnelles k des lignes données, f.l37. 69 

II. Trouver une quatrième proportionnelle k trois lignes données, f. 139. id. 

III. Trouver une moyenne proportionnelle entre deux lignes données, 

f. 140. 70 

IV. Diviser une ligne donnée en deux parties, de manière que la plus 
grande soit moyenne proportionnelle entre la ligne eatière et l'autre 
partie, f. 141. id. 

V. Par un point donné dans un angle donné , tirer une droite de manière 
que les parties comprises entre ce point et les deux côtés de l'angle , 
soient égales, f. 142. id. 

VI. Faire un quarré équivalent k un parallélogramme ou k un triangle 
donné. 71 

VII. Faire sur une ligne donnée un rectangle équivalent k un rectangle 
donné , f. 145. id. 

VIII. Trouver en lignes le rapport du rectangle de deux lignes données 

au rectangle de deux autres lignes également données ,f. 148. id. 

IX. Trouver en lignes le rapport du -produit de trois lignes données 
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au produit de trois autres li^eS également données, f. 149. 71 

X. Faire un triangle équivalent à un polygone donné , f. 146. id, 
XL Faire un quarré qui soit égal à la somme ou à la diâlérence de deux 

quarrés donnés , f. 147. 73 

XII. Construire un quarré qui soit à un quarré donné , comme une li- 
gne est à une autre ligne , f. 150. îd. 

XIII. Sur un côté homologue à un côté , décrire un polygone semblable 

à un polygone donné, f. 129. 74 

XIV. Deux figures semblables étant données, construire une figure sem- 
blable qui soit égalé à' leur somme ou à leur difTérehce. id. 

XV . Construire une figure semblable à une figure donnée , et qui soit à 
cette figure dans un rapport donné en lignes. id. 

XVI. Construire une figure semblable à une autre figure et équivalente à 
une troisième, f. 151. t5 

XVII. Construire un rectangle équivalent k un quarré donné et dont les 
côtés adjacents fassent une somme donnée , f. 152. id. 

XVIII. Construire un rectangle équivalent à un quarré donné, etdoptles 
côtés adjacents aient entre eux une différence donnée, f. 153. id. 

XIX. Trouver la commune mesure, s'il y en a une, entré la diagonale et 

le côté du quarré, f. 154. 7h 

LIVRE IV. 

Les POLTfioiiBs KÉGUiiEBs, ST LA HEsuBE SU CEKGiE. -^ Définition. 78 

Proposition 1'». Deu^ polygones réguliers d'un même nombre de côtés 
sont deux figures semblables , f. 155. id. 

II. Tout polygone régulier peut être inscrit dans le cercle, et peut lui 
être circonscrit, f. 156 et 158. id. 

III. Inscrire un quarré dans une circonférence donnée, f. 157. 80 

IV. Inscrire un hexagone régulier et un triangle équilatéral dans Une 
circonférence donnée, f. 158. id. 

V. Inscrire dans un cerde donné un décagone régulier , ensuite uH pen<i> 
tagoneetun pentédécagone , f. 159. 81 

VI. Étant donné un polygone régulier inscrit, circonscrire à la même cir^ 

conférence un polygone semblable, f. 160. 82 

VII L'aire d'un polygone régulier est égale à soù périmètre multiplié par 
la moitié du rayon du cercle inscrit , f. 160. 83 

VIII. Les périmètres des polygones réguliers d'un même nombre de cô- 
tés sont comme les rayons des cercles circonscrits, et aussi comme les 
rayons des cercles inscrits^ leurs surfaces sont comme les quarrés de ces 
mêmes rayons, f. 161. id. 

IX. Toute ligne courbe ou polygone qui enveloppe d'une extrémité à l'au- 
tre une ligne convexe est pkis longue que la ligne enveloppée , f . 162. 84 

X. Deux circonférences concentriques étant données, on peut toujours 
inscrire dans la plus grande un polygone régulier dont les côtés ne ren- 
contrent pas la plus petite , et on peut aussi circonscrire à la plus pe- 
tite un polygone régulier dont les côtés ne rencontrent pas la grande $ 
de sorte que dans Tun et dans l'autre cas les côtés du polygone décrit 
seront renfermés entre les deux circonférences , f. 164. 85 

XI. Les circonférences des cercles sont entre elles comme Jes rayons t et 
leurs surfaces comme les quarrés des rayons ^ f. 165. 86 

41. 
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XII. L*aire du cercle est égale an produit de aa ciroonliireDce par la moi- 
tié du rayon, f. 176 et 168. 87 

XIII. Étant données les surfaces d^un polygone régulier inscrit et d*un 
polygone semblable circonscrit, trouver les surfaces des polygones ré- 
guliers inscrit et circonscrit d^un nombre de côtés double, f. 169. 88 

XIV. Trouver le rapport approché de la circonférence au diamètre. 90 

XV. Tout triangle est équivalent à un triangle isoscèle qui a un mémeanglç 
et dont un côté égal h Tautre est moyen proportionnel entre les deux côtés 
qui forment ce même angle dans le premier triangle. De plus, si l'un 
des angles du premier triangle est droit, la perpendiculaire abaissée 
sur la base du triangle isoscèle , sera moyenne proportionnelle entre un 
côté et la demi-somme de celui-ci et de Tautre côté formant entre eux 

le même angle du triangle isoscèle, f. 170. 92 

XVI. Trouver un cercle qui dill(ère aussi peu qu'on voudra d'un polygone 
régulier donné , f. 171. id. 

A?PSin>iGB kv LivRi IV. ^^ Définitions. 94 

Proposition I'«. Entre tous les triangles de même base et de même périmè- 
tre, le triangle masimum est celui dans lequel les deux côtés non déter- 
minés sont égaux , f. 172. id. 

II. Entre tous les polygones isopérimètres etd'un même nombre de côtés, 
celui qui est un maximum a ses côtés égaux, f. 173. 95 

III. De tous les triangles formés avec deux côtés donnés faisant entre eux 
un angle à volonté , le maximum est celui dans lequel les deux côtés 
donnés font un angle droit, f. 174. id. 

IV. De tous les polygones formés avec désertés donnés et un dernier à vo- 
lonté , le maximum doit être tel que tous ses angles soient inscrits dans 
une demi* circonférence dont le côté inconnu sera le diamètre^ f. 175 

et 176. 96 

V. Il n'y a qu'une manière de former un polygone , avec des côtés donnés 
et un dernier inconnu qui soit le diamètre de la demi-circonférence 
dans laquelle les autres côtés sont inscrits , f. 175. id. 

VI. De tous les polygones formés avec les côtés donnés , le maximum est 
celui qu'on peut inscrire dans un cercle , f. 177. 97 

Vil. Le polygone régulier e^t un maximum entre tous les polygones iso- 
périmètres et d'un même nombre de côtés. id. 

Vni. Deux angles au centre, mesurés dans deux cercles différents, sont 
entre eux comme les arcs compris divisés par leurs rayons , f, 178. 98 

IX. De deux polygones réguliers isopérimètres, celui qui a le plus grand 
nombre de côtés est le plus grand, f. 179. id. 

X. Le cercle est plus grand que tout polygone isopérimètre , f. 180. 99 

LIVRE V. 

Lis nA.Ns iT Lss Aif&iBS soiiSBS. •— Définitions , f. 199. 100 

Proposition 1». Une ligne droite ne peut être en partie dans un plan et en 
partie au-dehors. id. 

II. Deux lignes droites qui se coupent sont dans un même plan , et en 
déterminent la position , f. 1 8 1 et 1 82. 1 01 

III. Si deux plans se coupent, leur intersection commune sera une ligne 
droite. id 

IV. Si une ligne droite est perpendiculaire à deax autres qui se croisent 
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à $oa pied dans le pbn , elle eera perpendiculaire à unie droite quel- 
conque menée par son pied dans le même plan , et ainsi elle sera per- 
pendiculaire au plan , f. 183. 101 
y. Les obliques également éloignées delà perpendiculaire sont égales; et^ 
de deux obliques inégalement éloignées de la perpendiculaire, celle qui 
s'en éloigne le plus est la plus longue, f. 184. 103 

VI. Soit une perpendiculaire à un plan et une ligne située dans ce plan ; 
si du pied de la perpendiculaire on abaisse une perpendiculaire sur cette 
ligne , etqu*on joigne le pied de cette perpendiculaire à un point quel- 
conque de la première par une droite ; cette droite sera perpendicu- 
laire à la ligne donnée , f. 185. 103 

VII. Si une ligne est perpendiculaire à un plan, toute ligne parallèle sera 
perpendiculaire au même plan , f. 186, 104 

YIII. Si une ligne est parallèle à une droite menée dans un plan, elle 
sera parallèle à ce plan , f. 187. 105 

IX. Deux plans perpendiculaires à une même droite , sont parallèles en- 
tre eux , f. 188. id. 

X. Les intersections de deux plans parallèles par un troisième plan sont 
parallèles , f. 189. id. 

XI. Une ligne perpendiculaire à un plan est perpendiculaire à un autre 
plan parallèle au premier, f. 188. 106 

XII. Les parallèles comprises entre deux plans parallèles, sontégales,f.l89. id 

XIII. Si deux angles non situés dans le même plan , ont leurs côtés paral- 
lèles et dirigés dans le même sens , ces angles seront égaux et leurs 
plans seront parallèles ^ f. 190. id. 

XIV. Si trois droites non situées dans le même plan sont égales et paral- 
les, les triangles formés de part et d'autre en joignant les extrémités 

de ces droites , seront égaux , et leurs plans seront parallèles, f. 190, 107 

XV. Deux droites comprises entre trois plans parallèles sont coupées en 
parties proportionnelles , f. 191 . id. 

XVI. Soit un quadrilatère quelconque situé ou non situé dans un même 
plan; si on coupe les côtés opposés proportionnellement par deux 
droites, les droites se couperont en un point, de manière à intercepter, 

k partir de ce point , des parties proportionnelles , f. 192. 108 

XVII. L'angle compris entre deux plans peut être mesuré , confor- - 
mément à la définition , par Tangle que font entre elles les deux per- 
pendiculaires menées dans chacunde ces plans à Tintersection commune, 

f. 193. id, 

XVIII. Une ligne étant perpendiculaire à un plan , tout plan conduit 
suivant cette ligne, sera perpendiculaire au premier plan, f. 194. 110 

XIX. Si un plan est perpendiculaire à un autre plan, et que dans le pre- 
mier plan on mène une ligne perpendiculaire à Tintersection commune, 
cette ligne sera perpendiculaire au second plan, f. 194. id. 

XX. Si deux plans sont perpendiculaires- à un troisième , leur intersec- 
tion commune sera perpendiculaire à ce troisième plan , f. 194. 111 

XXI. Si un angle solide est formé par trois angles plans , la somme de 
deux quelconques de ces angles sera plus grande que le troisième, f. 195. id. 

XXII. La somme des angles plans qui forment un angle solide , est tou- 
jours moindre que quatre angles droits , f. 196. id. 

XXIII. Si deux angles solides sont composés de trois angles plans égaux 
chacun à chacun , les plans dans lesquels sont les angles égaux seront 
également inclinés entre eux, f. 197. 112 
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XXiy. Étant donnés les trois angles plans qui forment un angle solide, 
trouver par une construction plane Tangle que deux de ces plans font 
entre eux , f. 198. 114 

XXV. Étant donnés deux des trois angles plans qui forment un angle so- 
lide , avec Tangle que leurs plans font entre eux , irouver le troisième 
angle plan , f . 198 et 199, 116 

LIVRE YL 

Lxs YOLTiDBKS. — Définitions , f. 20Q , 206 , 296 , 202 et 203. 118 

proposition, V: Deux polyèdres ne peuvent. avoir les mêmes sommets et 
en même nombre sans coïncider Tun avec l'autre , f. 204. 120 

II. Dans deux polygones symétriques les faces homologues sont égales 
chacune à chacune, et Tinclinaison de deux faces adjacentes » dans un 
de ces solides, est égale à Tinclinaison des faces homologues dans Tau- 
tre, f. 205. 121 

IIÎ. Deux prismes sont égaux lorsqu'ils ont un angle solide compris entre 
trois plans égaux chacun à chacun et semblablement placés , f. 200. I2t8 

IV. Dans tout parallélipipède les plans opposés sont égaux et parallè- 
les, f. 206. 124 

V. Dans tout parallélipipède les angles solides opposés sont symétriques 
Tun de Tautre; et les diagonales menées par les sommets de ces angles 

se coupent mutuellement en deux parties égales, f. 206. id. 

VI. Tout plan qui passe par deux arêtes parallèles opposées, divise le paral- 
lélipipède en deux prismes triangulaires symétriques Tun de Tau- 
tre,f. 207. . 1^ 

VU. Dans tout prisme^ les sections faites par des plans parallèles sont 
des polygones égaux , f. 201. 126 

VIII. Deux prismes triangulaires symétriques dans lesquels se décompose 

un parallélipipède , sont équivalents entre eux, f. 208. id. 

IX. Si deux parallélipipèdes , ont une base commune , et que leurs bases 
supérieures soient comprises dans un même plan entre les ménies pa- 
rallèles, ces deux parallélipipèdes seront équivalents entre eux, f. 209. 127 

X. Deux parallélipipèdes de même base et de même hauteur sont équiva- 
lents entre eux, f. 210» 128 

XI. Tout parallélipipède peut être changé en un parallélipipède rectangle 
équivalent qui aura mêmç hauteur et une base équivalente, f. 210 et211. 

XII. Deux parallélipipèdes rectangles, qui ont la même base, sont entre 
eux comn^e leurs ha^teurs, f. 212. id. 

, XIII. Deux parallélipipèdes' rectangles, qui ont même hauteur sont entre 
eux comme leurs bsses , f. 213, 130 

XIV. peux parallélipipèdes rectangles quelconques sont entre eux comme 
les produits de leiirs bases par leurs hauteurs , ou comme les produits 
de leurs trois dimensions , f. 213. 131 

;XV. La solidité d'un parallélipipède, et en général la solidité d'un prisme 
quelconque, est égale au produit de sa base par sa hauteur. 182 

XVI. Si june pyramide est coupée par un plan parallèle à sa base^ £ 214. 

1« Les côtés et la hauteur seront divisés proportionnellement; 

2^ La section sera un polygone semblable à sa base. 133 

XVU. Deux pyramides triangulaires qui ont des bases équiralenles ci des 
haw^ojrs égales ; sont équif akntes , f. 215. 13^ 



XVIII. Toute pyramide triangulaire est le tiers du prisme triangulaire de 
même base et de même hauteur, f. 216.' 135 

XIX. Toute pyramide a pour raeaure le tiers du produit de sa base par 

sa bauteur , f. 214. ' 136 

XX. Deux polyèdres symétriques sont équivalents entre eux ou égaux en 
solidité, f . 202. id. 

XXL Si une pyramide est coupée par un plan parallèle à sa base, le tronc 
qui reste en étant la petite pyramide, est égal a la somme de trois pyra- 
mides qui auraient pour hauteur commune la hauteur du tronc, et 
dont les bases seraient la base inférieure du tronc, la base supérieure, 
et une moyenne proportionnelle entre ces deux bases , f . 217 et 218. 137 

XXII. Si on coupe un prisme triangulaire par un plan incliné à sa base, 
le solide qui résulte de cette section, sera égal à la somme de trois pyra- 
mides dont les sommets sont ceux du plan et dont la base est com- 
mune, f. 216. 138 

XXIII. Deux pyramides triangulaires semblables ont les faces homolo- 
gues semblables, et les angles solides homologues égaux, f. 203 et 214. 139 

XXIV. Deux polyèdres semblables ont les faces homologues semblables , 

et les angles solides homologues égaux , f. 219* 141 

XXy . Deux polyèdres semblables peuvent se partager en un même nom- 
bre de pyramides triangulaires semblables chacune à chacune , et acm- 
blablement placées. 148. 

XXYl. Deux pyramides semblables sont entre elles comme les cubes des 
côtés homologues , f. 214, id. 

XXyil. Deux polyèdres semblables sont entre eux comme les cubes des 
côtés homologues, f. 219. 144 

Scholie général. id. 

LIVRE VII. 

Li smias. — Définitions, f. 220. 146 

Proposition 1««. Toute section delà sphère faite par un pl^U, est un cer- 
cle, f. 221. 147 
IL Dansr.tout triangle s^érique, un côté quelcopique est plus petit que 
la somme des deux autres côtés , f. 222. 148 

III. Le plus court chemin d^un pointa un autre , sur la 'surlace de la 
sphère, est Tare de grand cercle qui ioint deux points donnés , f. 223. id. 

IV. La somme des trois côtés d'un triangle sphérique est moindre que la 
circonférence d'un grand cercle, f. 224. 149 

V. La somme des côtés de tout polygone sphérique est i^oindre que' la 
circonférence d'un grand cercle , f. 225. id. 

VI. Si on mène un diamètre perpendiculaire au plan d'un grand cerele, 
les extrémités de ce diamètre seront les pôles du cercle et de tous les 
petits cercles qui lui sont parallèles, f. 220, 150 

VIL Tout plan perpendiculaire àTextrémîté d'un rayon est tapgent à la 
«phère-, f. 226, * 151 

VIII. L'angle que font entre eux deux arcs de grand cercle , est égal à 
l'angle formé par les tangentes de ces arcs : il a aussi pour mesure l'arc 

' décrit du sommet comme pôle entre les côtés prolongés s'il est néces- 
saire , f. 226 et 23^. 152 

IX. Étant donné ^n triangle , si de trois points comme pôles , on décrit 
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trois arcs qui forment «n triangle ; réciproquement lei troi« antres 
points seront les pôles des trois autres côtés, f. 227. 152 

X. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent-, cha- 
que angle de Tun des triangles aura pour mesure la demi-circonférence 
moins le côté opposé dans Tautre triangle, f. 227 et 228. 153 

XI. Étant donné un triangle , si , du sommet d^un angle pris comme pôle 
on décritun arc de petit cercle avec Tintervalle d*un côté pour rayon; 
si d'un autre sommcft d*angle comme pôle et de l'intervalle d*un autre 
côté comme rayon, on décrit pareillement un autre arc, et que du 
point où les arcs se coupent on mène aux pôles deux arcs de grands 
cercles; le triangle, ainsi formé, aura ses parties égales à celles du 
premier triangle , f. 229. id. 

XII. Deux triangles situés sur la même sphère, ou sur des sphères égales, 
sont égaux dans toutes leurs parties, lorsquHls ont un angle égal com- 
pris entre côtés égaux chacun à chacun , f. 230. * 154 

XIII. Deux triangles situés sur la même sphère, ou sur des sphères égales, 
sont égaux dans toutes leurs parties, lorsqu'ils ont un côté égal adja- 
cent à deux angles égaux chacun à chacun. 155 

XIV. Si deux triangles situés sur la même sphère , ou sur des sphères 
égales , sont équilatéraux entre eux, ils seront aussi équiangles, et les 
angles égaux seront opposés aux côtés égaux, f. 229. id. 

XV. Dans tout triangle sphérique isoscèlc les angles opposés aux côtés 
égaux sont égaux; et réciproquement, si deux angles d'un triangle sphé- 
rique sont égaux, le triangle sera isoscèle, f. 231. • id. 

XVI. Dans un triangle sphérique , si un angle est plus grand qu'un autre, 
le côté opposé au premier angle sera plus grand que le côté opposé au 
second; réciproquement, si un côté est plus grand que l'autre, le pre- 
mier sera plus grand que le second, f. 232. 156 

XVII. Si deux côtés d'un triangle sphérique sont égaux à deux côtés 
d'un autre triangle tracé sur une sphère égale , si en même temps l'un 
des angles du premier triangle est plus grand que l'angle du second, 
le troisième côté du premier triangle sera plus grand que le troisième 

du second triangle , f. 233. id. 

XVII. Si deux triangles, tracés sur la même sphère ou sur des sphères 
égales sont équiangles entre eux, ils seront aussi équilatéraux, f. 334. 

XIX. La somme des angles de tout triangle sphérique est moindre que 

six et plus grande que deux angles droits, f. 224 et 235. 158 

XX. Un fuseau est à la surface de la sphère comme l'angle de ce fuseau est 
a quatre angles droits , ou comme l'arc qui mesure cet angle est à la 
circonférence, f, 236, 159 

XXI. Deux triangles sphériques symétriques sont égaux en surface, f. 237. 160 
XXIT. Si deux grands cercles se coupent comme on voudra dans l'hémis- 
phère, la somme des triangles opposés sera égale au fuseau dont l'angle 

est l'angle des planr des grands cercles, f. 238. 161 

XXIII. La surface d'un triangle sphérique quelconque a pour mesure l'ex- 
cès de la somme de ses trois angles sur deux angles droits , f. 239. 162 

XXIV. La surface d'un polygone sphérique a pour mesure la somme de 
ses angles , moins le produit de deux angles droits par le nombre des 
côtés du polygone moins deux , f. 240. 163 

XXV. Le nombre des angles solides d'un polyèdre plus le nombre de ses 
faces so^nl égami au nombre de «es arêtes augmentées de deux , f. 240. 164 
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XXVI. De tons le» triangles spfaériques formés avec deux côtés donnés 
et un troisième à volonté le plus grand est celui dans lequel Tangle com- 
pris par les côtés donnés, est égala la somme des deux autres angles^ f. 272 
et 273. 164 

XKVIL De tous les triangles sphériques formés avec un èdté donné , le 
plus grand est celui dans lequel les deux côtés non déterminés sont égaux, 
f. 242. 166 

APPENDICE AUX LIVRES VI ET VIL 

LES POLYÈDRES R£6€LIERS. 

ProposiHon l^*. 11 ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers. 168 
H. Étant donnée Tune des faces d'un polyèdre régulier, ou seulement 

son côté , construire le polyèdre. îd. 

Construction dutétraèdre ^ f.2AZ. 169 

Construction de Vhexaèdrê , f, 244. id^ 

Construction de l octaèdre , f, 245. îd. 

Construction du dodécaèdre ^ /*. 246. 170 

Construction de Vicosaèdre , f, 247. id. 

III. Trouver l'inclinaison de deux faces adjacentes d^un polyèdre régu- 
lier, f. 243, 244, 245, 246 et 247. 171 

IV. Étant donné le côté d'un polyèdre régulier; trouver le rayon de la sph ère 
inscrite et celui de la sphère circonscrite au polyèdre, f. 248 et 249. 172 

LIVRE Vin. 

Les mois corps rords. Définitions, f. 250, 251, 252 et 253. 174 

Lemmes préliminaires sur les surfaces, 

I. Une surface plane est plus petite que toute surface terminée au même 
contour , f. 254. 175 

II. Toute surface convexe est moindre qu^une autre surface quelconque 
qui envelopperait la première en s'appuyant sur le même contour,f. 255. 176 

Proposition !'•. La solidité d'un cylindre est égale au produit de sa base 
par sa hauteur , f. 258. ' 177 

II. La surface convexe d'un prisme droit est égale au périmètre de sa base 
multiplié par sa hauteur , f. 252. 178 

III. La surface convexe du cylindre est plus grande que la surface convexe 
de tout prisme inscrit , et plus petite que la surface convexe de tout 
prisme circonscrit, f. 252 et 253. 179 

IV. La surface convexe d'un cylindre est égale k la circonférence de sa 
base multipliée par sa hauteur , f. 258. id. 

V. La solidité d'un cône est égale au produit de sa base par le tiers de sa 
hauteur, f. 259. 180 

VI. Le tronc de cône a pour mesure la mesure de trois cônes qui ont pour 
hauteur celle du tronc et pour bases l'une l'inférieure , Tautre la su- 
périeure et la troisième une moyenne proportionnelle entre ses deux 
bases, f. 260. 132 
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VII. La surface coiiTcte d^ttn c6iie est égale à la circonférence de sa base 
mulUpliéc pat la moitié de son c^té, f. 259. 180 

VIII. La surface cont'exe dp tronc de cô^e est égale à son c6té mul- 
tiplié par la demi-somme des drconférences de ses deux bases, f.26I. 184 

IX. Soient plusieurs cdtés successifs d'un polygone régulier, avec un cer- 
cle inscrit; si on suppose que la portion de polygone située toute en- 
tière d'un même côté du diamètre , fasse une révolution autour de ce * 
diamètre , la surface décrite par la portion du polygone aura pour me- 
sure la circonférence du cercle inscrit multipliée par la hauteur de la 
surface ou la partie de Taxe comprise entre les .perpendiculaires abais* 
sées sur Taxe des extrémités de la partie polygonale, f. 262. 185 

X. La surface de la sphère est égale à son diamètre multiplié par la cir- 
conférence d'un grand cercle, f. 263. ' ISÔ 

XI. La surface d'une 2Ône sphérique quelconque est égale à la hauteur 
de cette zone multipliée par la circonférence d'un grand cercle , f. 26^ 

et 220. 187 

XII. Si un triangle et un rectangle de même base et de même hauteur 
tournent simultanément autour d^une base commune, le solide décrit 
par la révolution du triangle sera le tiers du cylindre décrit par la ré- 
volution du rectangle , if. 264 et 265. I8ié 

XIII. Un triangle étant supposé faire une révolution autour d'une ligne 
menée comme on voudra hors du triangle par son sommet, trouver laî 
mesure du solide ainsi en^endi^, f. 266, 267 et 268. id. 

' XIV. Si un secteur de polygone régulier situé d'un même côté du diamè- 
tre , fait une révolution autour de ce diamètre , le solide décrit aura 
pour mesure les deux tiers de la surface du cercle inscrit multipliés 
par la hauteur de la section sur l'axe, f. 268, etc. 190 

XV. Tout secteur sphérique a pour mesure la zone qui lui sert de base 
multipliée par le tiers du rayon , et la sphère entière a pour mesure sa 
surface multipliée par le tiers du rayon , f. 269. . 191 

XVI. La surface de la sphère est à la surface totale du cylindre circon- 
scrit (en y comprenant ses bases ) comme 2 est à 3. Les solidités de ces . 
deux corps sont entre elles dans le même rapport , f. 270. 192 

XVII. Un segment circulaire étant supposé faire une révolution autour 
d'un diamètre extérieur à ce segment, trouver la valeur du solide en- 
gendré , f. 271. 194 

XVIII. Tout segment de sphère , compris entre deux plans parallèles , a 
pour mesure la demi-somme de ses bases multipliée par sa hauteur , 
plus la solidité de la sphère dont cette même hauteur est le diamè- 
tre, f. 271. id. 

Scholie général. 195 

NOTES 

SUJÉl LÈS ÊLÉHEltTS DE GÊOHÉTKIE. 

Note I^. Sur quelques noms et définitions. l^ 

Note II. Sur la démonstration de la proposition XIX , liv. 1 , et de quel- 
ques autres propositions fondamentales de la géométrie. 20O 
Note lll. Sur l'approximation de la proposition XVI, liv. IV. l06 
Note IV. Où l'on démontre que le rapport de la circonférence au diamè- 
tre et son quarré, sont des nombres irrationels. M 



.(«3») 

Non V. Où Ton donne la solution aaalyt^ao de dirers problèmes con- 
cernant }e triangle, le quadrilatère inscrit, le parallélipipède et la py- 
ramide trîangnlaire. 213 
NoTB YI. Sur la plus courte distance de deux droites non situées dans le 

même plan, 218 

Note VU. Sur les polyèdres sjrmétrMjues. 219 

NoTZ y m. Sur la proposition XXV, du lirre IL id- 

Non IX. Sur les polyèdres réguliers ( Voyez l'appendice au liv. VII. ) 222 
Note X. Sur Taire du triangle spbérique. 225 

Note XI. Sur la proposition IIl, livre VII. 230 

Note XII. Sur Tégalité et la similitade des polyèdre». 23.1 

TRAITÉ DE TRI(;K)N0HÉTRI£. 

"Objet de la Trigonométrie. 251 

Division de la circonférence. 242 

Notions générales sur les sinus, cosinus, tangentes, etc. 243 

Théorèmes et formules concernant les sinus , cosinus , tangentes , etc. 248 

De la construction des tables de sinus. 264 

Principes pour la résolution des triangles rectilignes. 267 

Résolution des triangles rectangles. 270 

Résolution des triangles rectilignes en général. 271 

Exemples de la résolution des triangles rectilignes. 275 

Principes pour la résolution des triangles sphériques rectangles. 278 

Résolution des triangles sphériques rectangles. 282 

Principes pour la résolution des triangles sphériques en général. 284 

Résolution des triangles sphériques en général. 292 

Exemple de la résolution des triangles sphériques. 297 

AprsmiGE contenant la résolution de divers cas particuliers de la trigonomé- 
trie. 301 
§. I. Des triangles rectilignes dont deux angles sont très-petits. id. 
§. II. Késolution du troisième cas des triangles rectilignes; par la voie des 

séries. 304 

§. III. Résolution du troisième cas des triangles sphériques par la voie des 

séries. 303 

§. IV. Résolution d'un triangle spfaérique dont deux cdtés sont peu dif- 
férents de lOOo. 307 
§. V. Résolution des triangles sphériques dont les câtés sont très-petits 

par rapport au rayon de la sphère. ^ 308 

§. VI. Des triangles sphériques dont deux angles sont très-aigus. 311 

J. VII. Du polygone régulier de dix-sept côtés. * 312 
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